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Zur Hinfthrung. 


_ Der Name Osterreich hat in der Welt der Ingenieurwissenschaften immer einen 


4 sehr guten Klang gehabt. Die Zahl der namhaften ésterreichischen Vertreter dieser 


% Wissenszweige war immer betrdchtlich gréfer, als es der Beviolkerungszahl des~ 


ie Landes entsprach. Gerade jetzt, wo sieben Jahre lang unter der Herrschaft der 
s _ Nationalsozialisten der Name. Osterreich in Acht und Bann getan war, ist es unser 
‘ aller Verpflichtung, diese alte Tradition wieder aufleben zu lassen. Dazu mufi aber 
es vor allem den Vertretern dieser Fécher die Méglichkeit geboten sein, ihre Arbeiten 
4 * in einem Osterreichischen Organ verhdltnismafig rasch und in entsprechender Form 
= ; veroffentlichen zu kénnen. Diese Moéglichkeit war bis jetzt nicht vorhanden, und 
. das war der Beweggrund, eine Zeitschrift unter obigem Titel herauszugeben. Der 
 bekannte Verlag Springer hat in dankenswerter Weise dazu seine Mithilfe geboten 
und sein Name gibt Biirrgschaft daftir, dafi die Ausstattung dieser Zeitschrift 
q . auf voller Héhe stehen wird. Die Zeitschrift will Arbeiten von wissenschaftlichem 
x Format auf diesem Gebiete bringen mit besonderer Berticksichtigung der ingenieur- 
¥ technischen Probleme der Praxis. Sie will aber nicht nur ein Sprachrohr fiir die 
* Osterreichischen Ingenieure und technischen Phystker bilden, sie will auch die 
a - Beziehungen zwischen diesen und dem Ausland, die ja vor dem Einbruch der 


 Nationalsozialisten Guferst rege waren, wiederherstellen und pflegen helfen. Mit- 


arbeiter aus dem Ausland werden thr sehr willkommen sein. Die Hefte werden in — 


a - Mechanik und technischen Physik enthalten. 


g zwangloser Folge erscheinen und werden Arbeiten aus dem Gebiet der angewandten 


< 


Wien, im Juli 1946. 


F. Magyar, K. Wolf. 
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Stabilititstheorie bei Staben unter Druck und Drillung. 
Von P. Funk, Wien. 


Mit 2 Textabbildungen. 


1. Einleitung. 


In der folgenden Arbeit wird die Stabilitatstheorie von urspriinglich geraden 
Staben, die unter dem Einflu8 von Druck und Drillung stehen, entwickelt. Ausgangs- 
punkt der Theorie ist der Satz von Dirichlet, wonach eine stabile Gleichgewichts- 
lage dadurch gekennzeichnet ist, da die gesamte potentielle Energie (Formanderungs- 


arbeit und die potentielle Energie der von auBen einwirkenden Krafte) ein Minimum 


werden soll. Damit ist das mathematische Problem zuriickgefiihrt auf die Untersuchung 
der zweiten Variation eines bestimmten Variationsproblems. : 

Zum Unterschied von der Behandlung, die das Stabilitatsproblem, wie ich glaube, — 
fast allgemein erfahren hat (Love Grammel,? Timoschenko®), wird im folgenden 
keinerlei Annahme iiber die Erhaltung des Momentvektors nach der Verdrillung 
gemacht. Die Methode, die zur Bildung der zweiten Variation angewandt wird, ist 
dieselbe, die in Kirchhoffs Vorlesungen tiber Mechanik verwendet wird, um aus 
dem Hamiltonschen Prinzip durch Bildung der ersten Variation zu den Grund- 
gleichungen fiir den schweren Kreisel zu gelangen. Im Prinzip findet man diese 
Methode schon bei Lagrange (2. Auflage) fiir denselben Zweck angewandt und 
Lagrange betont selbst, daf der Hauptunterschied zwischen der 1. und 2. Auflage 
seiner ,,Analytischen Mechanik“ eben gerade in dieser neuen Behandlung der 
Gleichungen fiir den starren Kérper besteht. 

Das Wichtigste an dieser Methode sind gewisse Vertauschungsrelationen zwischen 
Differentiation und Variation. Diese Relationen spielen auch in der Gruppentheorie, 
insbesondere bei Cartan, eine groBe Rolle. Mit Riicksicht darauf, daB solche Ver- 
tauschungsgleichungen hauptsachlich bei der Behandlung nicht holonomer Systeme 
in der Mechanik vorkommen, kénnte man ganz allgemein diese Methode als Methode 
der Quasikoordination in der Variationsrechnung bezeichnen. (Nebenbei bemerkt, 
scheint mir diese Methode auch fiir rein geometrische Probleme von Bedeutung 
zu sein.) 

Im 2. Abschnitt wollen wir, obwohl sich die Vertauschungsformeln in vielen Ab- 
handlungen und Lehrbiichern vorfinden, diese nochmals kurz ableiten, da wir dabei 
gleichzeitig Gelegenheit haben, die im folgenden verwendete Bezeichnungsweise zu 
erlautern, Uberhaupt bringt die Arbeit viel Bekanntes, aber, wie ich glaube, in einer 
neuen Darstellung, die vielleicht in mancher Beziehung anregend wirken kénnte. 

Durch die im 3. Abschnitt hergeleiteten Formeln ist fiir alle im Titel genannten 
Stabilitatsprobleme, die-einen urspriinglich geraden Stab betreffen, so z. B. auch 
Kippung, eine einheitliche Formel gegeben.* 

Die weiteren Abschnitte behandeln Spezialprobleme. 


Vertauschungsformeln. 

: luB he Theorie des gebogenen Stabes denken wir uns einen 
Er prinlick geraden zylindrischen Stab, der unter dem Einflu8 von Kraften ver- 
_ bogen und verdrillt wird. Jedem Querschnitt sei ein rechtwinkeliges Koordinaten- 

Be system &, 7, ¢ in der tiblichen Weise zugeordnet, da8 der Koordinatenanfangspunkt 
mit dem Schwerpunkt des Querschnitts, die €- und 7-Achse mit den beiden Haupt- 
_ tragheitsachsen zusammenfallen und die ¢-Achse in die Richtung der Tangente der 

_ Zentrallinie (Kurve der Querschnittsschwerpunkte) weist.. Die Richtungskosinusse 

dieses Koordinatensystems in bezug auf ein raumfestes x-y-z-System seien 


Bee ee 


ae er. 


Wir betrachten eine einparametrige Schar von gebogenen Stiben und fassen dement- 
sprechend die GréBen «,...y3 als Funktionen der Bogenlange s der Zentrallinie 
und eines Parameters ¢ auf. Denken wir uns eine gleichformige Bewegung des 
Koordinatensystems lings der Zentralachse mit der Geschwindigkeit 1 (s = t), dann 


erhalten wir in bekannter Weise fiir die Komponenten der ‘absoluten Winkelge- — : 


schwindigkeit in Bezug auf ein augenblicklich festgehaltenes £-n-¢-System: 


B ° a Bie aek. ey 
wy =e OX = Bs on 3 . 
° 
Wes Se on nas ORS N (La) 
ro) 
= crashed at Satan wine a's) f=1 eae) ovis) << 


v Ox oe 

Wy = ae Xs 4 2 Bz + os Ue 

Ws PSRs lathe, ele! Me 5.9) elie (era pie, 666) .6:J0.0) 9 ie a (1 b) 
a EE pies Cet ee ee Ee 


3 Um nun zu den Vertauschungsformeln zu gelangen, betrachten wir die beiden 
_ Gleichungssysteme Be 


pe, Le, | (2a) 
ée ss ; 2A Soe (4, Xo, Xs), 
a = — [we,], ; ‘ (2b) 


von denen das erste die bekannte Verkniipfung zwischen Geschwindigkeit und Winkel- 
geschwindigkeit darstellt und das zweite in analoger Weise durch Vertauschung von s 
und ¢ gewonnen wird. 
Die Vertauschungsformeln erhalt man, indem man die erste Gleichung nach ¢, 
3 die zweite Gleichung nach s differenziert und subtrahiert. Es ergibt sich unter An- 
wendung des vektoriellen Entwicklungssatzes 


» 


aw » OW soley aoe 
| re _ )e |= p (1Ve,) — 1D (we,). 
Wir multiphzieren skalar mit eg und erhalten 
B= a aw) _| (oe,) (Weg) oo 
ee : Az 2) (io e,) (io eg) | — UP MI &,- 
-Vertauscht man «, B, y enh ce so ergibt sich allgemein 
em gS OOS Lari). © (3) 


1 


a 


darstellenden Vektors m, = (A; #,) 
¢ if ba < 

f es. 

Di == \ (mq tb) ds. 


Ausdruck der potentiellen Energie ®, der an den Stabenden wirkenden Krafte und 


den beiden Stabenden kennzeichnet; fiir diese drei Grod8en kann man in bekannter 


_denken wir uns die GréBen o«,...y3 ausgedriickt und schreiben dementsprechend: 

Py = PD, (2°, y®, 2, xt, y?, 2, Oy. . -Y3°, Oy +s. Ys"). - 

_Insbesondere wenn durch eine Kupplung ein Drehmoment tibertragen werden soll, 

mu die Funktion ®, der Higenart der Kupplung entsprechend gewahlt werden. Als 

Nebenbedingung sind bei dem Problem die Gleichungen zu betrachten, die den 

Zusammenhang zwischen den Koordinaten und den drei Richtungskosinussen der 
¢-Achse, d. h. also der Tangente an die Zentrallinie vermitteln 


= = d d d ‘we 
: a i (4) 
_ Dementsprechend kénnen wir den Lagrangeschen Ausdruck fiir unser Variations- 
problem in folgender Form schreiben 

l 1 


2 2 


®=@,+ Dh (x7 — og) ds + Oy = EO ss Pg ep viene 


Je By ra AG Ags d.,, esas z') ds + D,, ©) 
wobei OF Aq (a — xg) zur Abkiirzung gesetzt ist fiir A, ee — as] + As (a — Bs) + 

«, B,y 

d 
att Ay (ze — Ys] und die Striche eens nach der Bogenlinge bedeuten. 


Summenzeichen und Ableitungsstriche werden im folgenden immer in analoger Weise 
beniitzt werden. < 
Um zu den Extremalen des Variationsproblems zu gelangen, bilden wir die erste — 


20 fag a A Bei tale 4 oF. 


l 0, BY 


oder in vektorieller Schreibweise durch Kinfiihrung des das deformierende Moment = 


Dabei bedeuten A, und A, die Biegesteifigkeit und A; die Drehsteifigkeit des Stabes. i 4 
- AuBer der Formanderungsarbeit kommt bei den meisten Problemen noch ein 


~Momente hinzu. Dabei ist ©, eine Funktion der Koordinaten der Endpunkte des — * 
Stabes und ferner von je drei GréBen, die die Lage des beweglichen Dreikants an | 


Weise die Eulerschen Winkel einfiihren. In Abhingigkeit von diesen drei GréBen — 


Variation und beniitzen dabei die Vertauschungsformeln (3). Wir erhalten eres 


oder nach Ausfiihrung der Produktintegration 
. * . ; : 


0®, 
ae: ee = (Savi ee Dt, Ie oo tah @e0: 


U - 2 


oy 
— \{((may’ + [ip mal) i 10 +) (404 - = —'ha 


q a, By 


3 Gate 
Wy We 
OX Xe 


coer 


ro| 


Aus der letzteren Schreibweise entnimmt man durch Nullsetzen der Koeffizienten 
Ox da® fir di 
ty ae. a x a ur ale 


_ Extremalen, d. h. fiir die zu untersuchenden Gleichgewichtslagen der Stabe, die 
E immer durch s = 0 gekennzeichnet sind, gelten muf: 


der als willkiirliche Variationen anzusehenden Groen %,; 


a" 7. 


[a a a ~+ (As —A ») We Ws a Bay ° 
= a, By i 


ote + (A, — As) Wy Wy — D> Ae 4,5 Ae a (7) 
a, B,y 3 


om + (A,— A,) Wy Ws. 
Als Extremalen ergeben sich also die bekannten Kirchhoffschen Gleichungen, die 
a. man natiirlich auch direkt durch eine statische Betrachtung gewinnen kann. Ferner 


ap GER | ete) eee | 
ao ae (8) 


_ d.h. die Lagrangeschen Faktoren /,, As, 4, sind Konstante. Sind die Gl, (7) und (8) 
erfiillt, so verschwindet die 2. Zeile von (6 2 
Um die physikalische Bedeutung von 2,, 4, 2, zu erkennen,’ denken wir uns 
etwa den deformierten Stab durch zwei vollkommen starre Klemmen festgehalten, 
so da8 auf den Stab auBer den Reaktionskraften dieser Klemmen keine weiteren 
auBeren Krafte wirken, d. h. da&B ®, = 0 ist. Verschieben wir eine der Klemmen 
virtuell, etwa in der x-Richtung, so igen der Differentialquotient aus der Anderung 
der Arbeit nach x die x-Komponente der Reaktionskraft dieser Klemme. Dies folgt 
a ee aus (5) und der Hamiltonschen Formel: ex 
oD oF 
“Oa (Om 


o has erkennen also, daB ,, As, 4, die Komponenten des Kraftvektors der von den 
_ Klemmen auf den Stab qirkendes Reaktionskraft darstellen. 
- Bevor wir nun zur Bildung der zweiten Variation fiir eine Extremale tibergehen, 
4 - notieren wir folgende durch Anwendung der Vertauschungsformel (3) gewonnene 
_ Formeln: 


) #8 d (a 5 pia) = 28 + [2 wo] — por—i od oy + [PB]. (0) 


has. te = (Gaye 


2) Um die zweiten Diff. 
erhalten, beniitzen wir die Formein (2b). Wir | M 
der 2-, y-, 2-Richtung Mit e,, es, ¢,. Es ergibt sich z. B. 


a Biv OW, St ees oe pees: 
21 Se) Soave nee W, >» W; &; — % 2, w?. (10) 
Oe 
OX 1, 2,3 1, 2,3 ‘ 


Die anderen Formeln ergeben sich in analoger Weise durch zyklische Vertauschung. 
Aus (6) folgt fiir die zweite Variation, wenn wir noch zur Abkirzung fiir 


4 02 
On — Xx, 2Ous D Be ant = Z 
O€ OE 0€ 
es = e=0 e=0 e—_0) 
eS ee an aa aA 
ia ee = A ieee = Ag, u A, 
OE Oe 0€ 


setzen: c= 0 oo 


2 ° 
eo {( 2m aD 


; W, Ww Ora" Px 2D 
Ges. Ber eee ols eo) +54. (x pee eel )+4 (Sr cx nat) ds + ae 


4 “a 
2 ae 4 


e: Dabei hat man sich nach erfolgter Differentiation iiberall « = 0 gesetzt zu denken. 


Po te APS 


Die Ausfiihrung der Differentiationen liefert unter Berticksichtigung von (9) und (10) 
und Produktintegration folgende allgemeine Endformel. Wir schreiben sie so an, 
da8 zunachst die quadratischen Glieder unter dem Integralzeichen gesammelt werden. 


= ° fe) ° 
ue A, Wy, Ay We 2 Ws 


2 ae 
2D aw, W, Ws dw, dw : 
eo \ 24 
2 i 1,2;8 3 ; 1y2;3 £28 
= Boe Ww, Ws Ws i 
< SS WAY Wy Wy S/W, —_D/ (Aas DS) thy 04, — a a> wa)+3 ws Ue tia ds — i 
os 1, 258 1, 2,3 abe — oI 23 1, 258 a, By : 
a ¢ ; 
: a, Ow : 
om aro , x z a | 
a (ee @ + [to mal) Se +S da’ SE — da] Ge ae i (Ql) 
4 a“, B,Yy Oy Os 
2 


+ Randglieder. 


(Summenzeichen sind hier und im folgenden so zu verstehen, da8 zunachst zyklische 

Vertauschung der unter dem Summenzeichen angegebenen Indizes vorzunehmen und : 

zu summieren ist.) | 

Mit Riicksicht auf das Verschwinden der ersten Variation werden die Glieder in 

der 3. Zeile von (11) gleich Null. Von den Randgliedern bleiben auch nur die in X, 

Y, Z, w quadratischen Glieder-von — iibrig. ' 
¢é=0 


ee eT oe “ 


4.’ Knickung eines zweifachgelagerten Stabes bei vollkommen freier 
Drill- und Druckbeanspruchung. a 


Was die auBeren Krafte, die wir auf den Stab einwirken lassen, betrifft, so wollen ts 
wir zunachst den Fall behandeln, da8 sowohl ein Druck P als auch ein Drehmoment 
M in der Richtung des Stabes, d. h. in der Richtung der ¢-Achse, die in der Ausgangs- 
lage mit der z-Richtung tibereinstimmt, wirkt, und zwar so, daB sich Druck und 
Drehmoment am oberen in der z-Richtung hewepliohon und mit 1 bezeichneten Ende . 


an Sy See Ra vorechioblieh gedachten) mit 0 be- 
& nde d leichge a ten. Was den Druck betrifft, denken wir uns 
s eon bei 1 als auBere Kraft, bai 0 als Reaktionskraft. Die potentielle Energie 


der Druckkrafte sei mit ®,,, die potentielle Energie der Drehmomente mit @,, be- 
_zeichnet. 


Wir behandeln den Fall ®,, = P2 und analog “hist wir ®,, = M (Xa, 2, 6 — 
— <x é, ¢, a Dabei bezeichnen die Buchstaben 2, Bae isc die DurchstoBpunkte 


der betreffenden Achsen mit der Einheitskugel. Fiihren wir die neun Richtungs- 


kosinusse ein, so ergibt sich (etwa analytisch durch Kinfiihrung der Eulerschen 


Winkel 
, OM (arc tg — are tg B £2)!" 


Als Zwangsbedingung betrachten wir fee 


0 


Dadurch, daB wir uns auf diese Anfangsbedingungen beschranken, kommt zum Aus- 
druck, da8 wir Verschieblichkeit in der z-Richtung am oberen Ende und vollkommen 
freie Verdrehbarkeit des Koordinatensystems am oberen und unteren Ende fordern. 
Wir wollen diesen Fall den Fall der ,,vollkommen freien Drill- und Druckbeanspruchung“ 


bezeichnen. Wir sind uns bewu8t, daB die experimentelle Realisierung auf erhebliche — 


Schwierigkeiten st6Bt; der Stab muS u. a. durch ganz kurze Lager gefiihrt werden, 
damit keine Beschrankung der Drehbarkeit vorliegt. Die Ubertragung des Dreh- 
moments kénnte man sich etwa durch Einwirkung elektrischer Strome auf Magneten 
realisiert denken. 

Durch obige Angaben ist das zu behandelnde Variationsproblem vollkommen 
definiert. Die Stabilitatsuntersuchung lauft darauf hinaus, zu untersuchen, welche 


Werte der Konstanten A;, M, P, 1 zulassig sind, damit die zweite Variation fiir das | 


oben formulierte Variationsproblem positiv definiten Charakter hat. 

Um die sieben weiteren Randbedingungen zu gewinnen, die noch notig sind, der 
allgemeinen Theorie des krummen Stabes entsprechend die zwélf Integrationskonstanten 
ga betrachten wir die in der 1. Zeile von (6) zusammengefaBten Glieder. 


Fir 


Zoran sich 


OP, _ 1 1 V1 + We Va 
de see + (ae ee hk és) 
und somit finden wir we diet in der 1. Zeile von (6) zusammengefaBten Ghee: nach- 
aa Ausdruck: 
) M y v ° M y v ° v 1 

BP = (ty +P) + |(Ayir, + 7 -) ty + (Aston + 7) ta + (Ants + M) ios] |. 
Wir bekommen die sieben freien Randbedingungen, indem wir die Koeffizienten 
von Z}, %,°, %2 in obigem Ausdruck Null setzen. 

Fir die zu untersuchende Gleichgewichtslage, d. h. fiir den tordierten gedriickten, 
aber geradebleibenden Stab erhalten wir als Lisungen der Differentialgleichungen (1a), 
(4), (7) und (8), die den zwélf angegebenen Randbedingungen geniigen: 


1 } 
“See we Ly = Y= 9, Se ape 
l 
; Gael whi ete eran: its 0 
und somit fiir : 
Sea a as = Y; Swe = (0). i 
} e (12) - 
§ = ee ae = 1a == (): 


Ky Og Oe -/ cosy —sing 0 
Pi Bo Bs } = sin 9 cos p 0 
V1 V2 8 0 ocr 
p = 8 Ws + %. 
cuutenteciiond der zyklischen Symmetrie bleibt die Konstante Po adhentnnae 
Wir gehen nun dazu iiber, fiir die so gekennzeichnete Gleichgewichtslage die 
zweite Variation zu untersuchen. Wir erhalten nach (2b) 
4 ten ease eel eee 
S24 aes = 0. 
ee e=0 e=0 ; = e=0 
a _ BD 
Bilden wir mittels (10) nun —,° 
é= ‘ 
die den angreifenden Drehmomenten und der oniedes Kraft entspricht, keine 
quadratischen ee in X, = Z und & os auftreten. Es ist somit nach (11) und (les 


, 8o sehen wir, da8 fiir die potentielle Energie, ‘ 4 


: 
PO. ee 


02 10 — ws 4)? + A, (we! + Ws w,)? + Ag? Ww, a 


= Math 8) — Pt a TA, (xr + | ees 


(04 
ate p eae 


22 + D' A, (x |p \ ds. < (gees 


AX, aw 
2 
a, By 


Dabei ist schon beriicksichtigt, daB die Glieder der letzten Zeilen von (11) keinen 

‘Beitrag liefern, da fiir die zu untersuchende Gleichgewichtslage die erste Variation 

~ verschwindet. Q ist homogen zweiter Ordnung in den %;. Um nun zu finden, unter 

welchen Umstanden die zweite Variation positiv definiten Charakter hat, mater 

man bekanntlich, unter welchen Bedingungen das Variationsproblem 
ne 


2 
\00 — Extremum 
1 


fiir die GréBen %; eine von Null verschiedene Lésung hat. Dabei sind noch folgende 
erzwungene Rand- und Nebenbedingungen zu beriicksichtigen, die aus den Rand- 
und Nebenbedingungen des urspriinglichen Variationsproblems dadurch entstehen, — 
dafi man nach « differenziert und « = 0 setzt. Die Randbedingungen lauten: 
sp SST SS 2 Le 
Die Nebenbedingungen sind mit Riicksicht auf (13) ; 
xh Se Wy Wy | ae 0, 
i eae : cS Ae 
Joho) emer - 0, = 
sing cosy 
Z' = 10, 


chern der aa uonmrocMwint 
hes. Variations] ichnet. Um zunichst die freien Rand-— 
gungen zu € n, hatte man, wenn man das Problem direkt in Angriff nehmen 
wirde, nach Bey cram pcaotoe Art die linken Seiten der angeschriebenen Neben- 
_ bedingungen mit den Faktoren’ Mas Mp, My ZU multiplizieren und den Ausdruck 2 Q 
rom addieren. Wir wiirden somit einen La grangeschen Ausdruck der Form: 


; xs te ok 
: ey. 


a ae (E a3 Wy Ws [+ s 


sin cos p 
u = * 5 
2 . + My Z'\ds (17) 2 


erhalten. Die freien Randbedingungen bek&ame man wieder durch Nullsetzen a 
Variation. Dabei erweist sich nash “(1L): 


ae : 
Poa) = 2 \Ords = {22 + mo (X ne 
> l 


om 
cos p — sin ‘eo 


=n US oan 


Die mechanische Bedeutung des akzessorischen Problems ist allgemein gesagt 
folgende. Sei 2 (s), y (s), 2 (s) die zu untersuchende Extremale und X (s), Y (s), Z (s) 
die Extremale des zugehérigen akzessorischen Problems, so stellt «+ «X, y +e Y, ered” 
2+ eZ in erster Annaherung eine benachbarte Gleichgewichtslage dar und ferner Be - : 
Ped dann A, + ¢ A, die Komponenten der in jedem Querschnitt wirkenden Molekular- 
_ krafte. 7 

‘Die anschauliche Bedeutung der GréBen X, Y, Z legt es aber nahe, die %; wo- 
- mdéglich zu eliminieren, so daB bei der endgiiltigen Formulierung des akzessorischen ie 
| Problems nur jene Gréfen auftreten. Um vollkommene Einsicht in die mechanische 1. 

Bedeutung der Formeln zu gewinnen, ist allerdings auch der Zusammenhang zwischen | 
den GréBen X, Y, Z und A,, Ag, A, von Interesse und wir werden spater noch darauf 
zuriickkommen. Fiir die Durchfiihrung der eigentlichen Stabilitatsuntersuchung ist 
dies aber nicht nétig. Der grofe Vorteil dieser Elimination vom analytischen Stand- 

_ punkt ist der, daf wir dadurch zu einem Variationsproblem ohne enna 5 paee 
 gelangen. | or 
‘Wir fiihren nun diese Elimination durch und bemerken zunachst, da8 fiir ein ages 
Extremum %,’ = 0 sein mu8. Dies folgt unmittelbar aus Gl. (14), wenn wir noch By 


_beriicksichtigen, daB in 28 wie bereits erwahnt, die quadratischen Glieder fehlen. 
Wir lésen die beiden ersten Gleichungen von (16) nach w, und w, auf und erhalten: z 
w, = X’ sin y — Y’ cos g, a a 
eee | = 
Setzen wir in 2 2 ein, so ergibt sich: ee 


A) (xr 4 yr) + Ae 4s (x2 _ ¥"9) cos 2p + 2X" Y" sin 2g] — 


aes 2 aes : 
% 2 


ep ye y’)| ds =2\ Q** (X', Y’, X”, Y") ds. (18) 


3 Wir wollen noch den Zusammenhang zwischen A,, 4g und X, Y kennenlernen. Wir : ce 

 beniitzen dabei die aus den Hamiltonschen Formeln sich unmittelbar ergebende 
sai Beziebung Pe ay | soho (2 Pi sy 

- pias ers Pe OMY e 


Beniitzt man Canora ah Formel 
Variationsproblem, bei dem der Integrand 


ea spake so erhalt man: 0(2.Q** | Bar) Sse ena 
: : ie A a ae a ds Bee fhe ; Sea 
ia pes Besonders einfach wird der Fall, wo A, = A, =A ist, worauf sich die folgenden 
es Untersuchungen beschranken. Wir Pemenen jedoch, da®B der Fall A, + A,, voraus-— 


Bt. gesetzt, daB der Unterschied zwischen beiden Groen nicht allzu groB ist, im AnschluB. 

Bee an diese Arbeit nach der Lord Rayleighschen Stérungstheorie behandelt werden 
ie konnte. 

; Eine weitere Vercimfachune kann man dadurch erzielen, daB man an Stelle von X _ 

und Y eine komplexe Veranderliche 8 = X +7 Y einfihrt. Man oe wenn man 


ee: <a von dem Integralausdruck (18) die Variation bildet: 
ae 5 oS = (QAX! MY) 6X’ +0 (4 5 eon 
“is | te YU MX) 69 = 24a Ye lee bY |— 
be 

a 


a(t se hs yr + PX") 6X +(A Y’"—MX'"+ PY") eV }ae. (20) 


2 


Das Paar der Jacobischen Gleichungen ergibt sich daraus durch Nullsetzen der 
Koeffizienten von 6X und 6Y unter dem Integralzeichen. Man erhalt in komplexer 


eo. Schreibweise : A BU i MOBY + PB” =O . (21): 
0 ‘2 See dimensionslos angeschrieben:- . 4 
a, ae taae Sees ee ee a 
te bei dot Tes do® oh @ do® v ; 
et Bee ee Mi PP 8 4 
ms § r= BRR ea hee 7 ati Niven ' 
. : ist. Die erzwungenen Randbedingungen lauten in komplexer Form: : : 
—- Bo = 0, B= 0. (22) 
— Dementsprechend ist in dem Ausdruck vor dem Integralzeichen in (20) 6X und 6Y | 
ae Null zu setzen. Die freien Randbedingungen erhailt man durch Nullsetzen der Koef- 
yt fizienten von 6X’ und 6Y’, in komplexer Schreibweise ergibt sich: j 
ea , PB : epalee? PZ ‘ dg jt 
a | 2+ 5 er u Vo ee 0, 2 cae ea EN 3 ae (23) 


Wir schreiben die allgemeine Liésung der Differentialgleichung (21) in-der Form: 
fir P +0: 8 =G,e%7 + Ces +C,0+G, mn, = (M + VM, +44 P) =, 
: ; SiO gh seem Uae anal Se! + Go? + Oso + &,, r= j 
) Sucht man die vier komplexen Konstanten so zu bestimmen, daB die vier komplexen : 
Randbedingungen (11), (12) erfiillt sind, so erhailt man vier lineare homogene Glei- 


chungen. Nullsetzen der zugehérigen Determinante liefert als Bedingung fiir - 
i Stabilitétsgrenze fiir P+ 0 


ai Vo 2 (vy + M9)? 
4 cot — cot 37 eri See oe 0. 
An Stelle der he Schreibweise laBt sich diese Stabilitatsbedingung auch 
oa auf reellem Weg einfach herleiten, wenn man folgenden Umstand ausniitzt. Fiir die 
Kurve X= X (s), Y = ¥ (s) ist die durch den Koordinatenanfangspunkt und durch 


—- 


Ps te oe ee ee re 
’ ; : j 


“yo Sse eee 


Lage Sy eachse wegen rast Peririschon Spameie unbe- 
immt bleibt, kann man sie in die X-Achse verlegen und hat dann X als gerade 


Funktion, Y als ungerade Funktion in s anzusetzen. Im Falle der reinen Drillung 
_ (P = 0) ergibt sich dementsprechend: 
4 


X =€, cos % Oo + C, 0" + Cs, 
P96; cin ve o + co. 
Die Stabilitatsbedingung wird fiir diesen Grenzfall: 


(24) 


pipes 
Vo —s 4,92. 


und 


5. Weitere Spezialfille. . 
1. Wir erwahnen den Fall, wo ein Ende des Stabes frei und das andere fest ein- 
eo ist. Hier ergeben sich als Zwangsbedingungen fiir das.akzessorische Problem 


“Bo =0, Bro, 


0 


Die freien Randbedingungen lassen sich folgendermaBen zusammenfassen : 


@3  . dgp 
2a ae 


aN 


wobei zur Abkiirzung wieder 7) = se gesetzt ist. Wir erhalten fiir die Stabilitats- 


grenze im Falle P+ 0: 


= + see Ps eee 7 ee By — Vals 
ya oa, sin ——> PEW sCO8 og 0, 
im-Falle P = 0: : is 3 . 
| Coe. 
d. h. gis 
Yo 
eas 3,406. 
2. Im Falle, da& beiderseits feste Einspannung vorliegt,* ergeben sich folgende 
Zwangsbedingungen : d2, d3 i 


4 Bo = 9, B= 0, aie eee = 0. 
Die Stabilitatsbedingung ist fiir P+ 0: 


: tas cee 3} 
l me I oy §1n 5 ae 
Y Ae V1 + ¥y— ¥,”’ 
2 3 Ot eee et CONT G 
fir P =0: . 5 
: ) 0 
5 tg “2 as a“? 
d.h. also: 3 és 
: 72 = 4,49 | 
3. Im Falle, da8 nur ein Lager vorhanden ist, lauten die erzwungenen Rand- 
bedingungen : De ae 
. ' Bo ie 4 do 0 5 ; 
Die freien Randbedingungen sind 
ede : 
2 d oa = Pia. 0, 
a - @&3 43 
> — 4% dor 1 @ = 0. 


\ 


Bt saa Die s Slalittaiegon Sraite : 


insbesondere wird im Falle P = -0 


ferner fir M = 0 


4. Bemerkenswert scheint noch der Fall zu sein, wo das Drehmoment auf unseren— 
Versuchsstab durch zwei Stabe iibertragen wird, die oben und unten durch honizontalea! 
Gelenke angeschlossen sind. Dabei kommt es natiir-— 

lich auf den Winkel an, den die Gelenke miteinander 


einschlieBen. Ist das kritische Verdrillungsmoment Ps 
ermittelt, so kann man leicht von dem Winkel in der | 


Stellung, wo die Ausknickung erfolgt, auf den 
Winkel in der Ausgangsstellung zuriickschlieBen. Wir 


wollen also im folgenden das kritische Drehmoment | 


- in Abhangigkeit von dem Winkel in der kritischen 
Stellung ermitteln. 
Die die Horizontalprojektion der aacecnutee 


_Zentrallinie darstellende Kurve wird jedenfalls eine 2 


Symmetrieachse besitzen; wir wahlen sie als X-Achse. 
Da wir uns hier auf den Fall der reinen Drillung 
beschranken wollen, machen wir den Ansatz (24). _ 
Die erzwungenen Randbedingungen sind 
X50, eS ee kt oe 
, aed , aid 1 - 
Fo eee aaah 
COS sin g COs @ sin p 


Wenn man in Gl. (20) 


Abb. 1 zur Gleichung (27). (Abhan- See ONS Ore ee 
gigkeit des kritischen Momentes 6Xo = dt) cos yy, 6Y,) = — dt) sin-g, 
vom Schneidenwinkel.) 6X"! = dt cos g, 6Y" = of sing 
setzt und die erzwungenen Randbedingungen (25) beriicksichtigt, ergeben sich die 
freien Randbedingungen durch Nullsetzen der GTS Ge von 6to, of in der Form: 
X" cosp + Y’ sing /t=0, | (26) 
X” cos p — Y”’ ae 

Die Stabilitatsbedingung ist in diesem Falle: 


(vgl. Abb. 1). oe 
Fur den Fall g = ve ist ¥%) = 2” und aus (24) und den Randbedingungen (25) 
und (26) folgt: = =0, = 
d. h. in diesem Sonderfall ist die Horizontalprojektion der ausknickenden Zanret 
linie ein Kreis. Nun ergibt sich aus (15) und (16) 
Ze 0, 
somit ist nach (13) die durch «+ eX, yteY,2+8eZ dargestellte benachbarte 


Extremale angenahert eine Schraubenlinie. Dieser Fall wurde in den technischen _ 
Lehrbiichern, wie ich glaube, ausschlieBlich behandelt; fiir diesen yl ist mere) (19) am 


Ay = Ay = 0, 


Be 2. 
tos 
~ 


i i 


we ee Ce” 


Ben, die man meistens als ge- 


-rechnung durchzufiihren. Vom 


auch direkt auf diesen Fall ge- 


- hinzufiigt: 


; tische Drehmoment hodher ist als bei den im 4. Abschnitt behandelten Fall. 


| eintritt. Dieser Fall entspricht dem F all, den wir im 4. Abschnitt als ,,Fall der voll- 


_ Winkelsymmetralen als X-Achse verwendet werden kénnen oder mit anderen Worten, 


Produkt der beiden zugehdrigen ctg y-Werte — 1 ergeben muB, folgt: 


und i @,~ 15,12°, 


ri aies a 


_ In den tiblichen, mir bekannten Darstellungen ahnlicher Stabilitatsuntersuchungen 
wird ausdriicklich vorausgesetzt, der Momentvektor moége beim Ubergang zur ausge- 
bogenen Form erhalten bleiben. Eine derartige Forderung stellt aber nicht unmittel- 

bar eine Randbedingung fiir die in Betracht kommenden ForminderungsgroBen dar, 2 
sondern eine Forderung fiir die ie 
Reaktionskrafte, also fiir Gro- Bs 


suchte GréBen ansieht. Dieser 
Umstand war es in erster Linie, 
der mich veranlaBt hat, die vor- 
liegende Untersuchung nach 
den Vorschriften der Variations- 


rein mathematischen Stand- 
punkt aus kann man allerdings 


fiihrt werden, indem man den 
im 4. Abschnitt behandelten 
Fall dadurch abandert, da 
man noch die folgenden Zwangs- 
bedingungen zu den dort ver- 
langten Zwangsbedingungen 


Abb. 2. Projektion der ausgeknickten Stabform im Grenzfall 
bei zwei Ausknickungsméglichkeiten. 


, ta iv td 
% = 2%, Yo = 41- 


Diese Erwigung lit von vornherein erkennen, da in diesem Falle das_ kri- 


Dagegen ist zu betonen, daf das kleinste kritische Drehmoment fiir 


2 


kommen freien Druck- und Drillbeanspruchung“ bezeichnet haben. Es ist zu beachten, 
daB in diesem Fall im Gegensatz zum Fall y = + Reaktionskrafte auftreten. 


Man wird noch fragen, bei welchem Wert von das groBte kritische Moment 
eintritt. Diese Frage hangt aufs engste zusammen mit der Frage, welche von den 
beiden Winkelsymmetralen der Winkel, die die Gelenke miteinander bilden, Kurven- 
symmetrale ist. Es zeigt sich, da8 beim maximalen kritischen Drehmoment beide 
Falle méglich sind (vgl. Abb. 2); d.h., daB bei dieser Stellung der Gelenke beide 


daB die zugehérigen Winkel sich um es unterscheiden. Aus der Bedingung, daB das 


Vo = Mo 2 
ee es Gp oy, 


@, ~ 105,12°. 


Dieses Ergebnis fiir ») stimmt mit dem des Falles 1 (Abschnitt 5) tiberein. 


_folgend, der im ersten Abschnitt dieser Arbeit kurz wiedergegeben ist, die Zuord- 
nung zwischen Spannungs- und Dehnungstensor allgemein entwickelt, im zweiten 


Literatur: 
1 A. E. H. Love: Lehrbuch der Elastizitét. — ? Eine besonders aus. 
findet sich im Buch ,,Technische Dynamik‘‘ von | Biezeno-Grammel im Anschlu8 an dort 
zitierte friihere Arbeiten Grammels, wo insbesonders auch der Fall des nicht kreisformigen 
Querschnitts behandelt wird. — ? Timoschenko: Theory of stability. — * Vgl. ferner das von 
P. Fillunger behandelte Problem: ,,Uber die Eulerschen Knickbedingungen fir Stiibe mit ¥ 
Schneidenlagerung’. Z. angew. Math. Mech. 6 (1926). — ® Born: Diss. Géttingen 1906. — , 


6 Vgl. E. L. Nicolai: Uber die Stabilitat des zu einer Schraubenlinie gebogenen und gedrillten 


Stabes‘“. Z. angew. Math. Mech. 6 (1926). 
S; Hinges am 22. Jénner 1946.) 


Ein rotationssymmetrischer Spannungs- und 
Verzerrungszustand einer gelochten Scheibe bei nichtlinearem 
Spannungs-Dehnungsgesetz. 


Von E. Melan, Wien. a aa 


: 
Im folgenden soll der Spannungs-Dehnungszustand einer Scheibe mit einem = 
kreisformigen Loch, an dessen Rand eine radial gerichtete Zugspannung angreift, 
bestimmt werden, wenn zwischen Spannung und Dehnung ein nicht linearer Zusammen- 
hang besteht. Es wird angenommen, da durch Versuche die Zuordnung zwischen 
Schubspannung und Gleitung festgestellt worden ist; auf Grund dieses Zusammen- 
hanges wird zunachst, einem Gedankengange der Herren Prager und Hohenemser* 


Abschnitt die Ergebnisse fiir einen ebenen Spannungszustand spezialisiert und endlich 
im dritten Teil die Anwendung auf das vorerwaihnte Problem vorgenommen. Dabei 
miissen wir uns, um die dabei auftretende nichtlineare Differentialgleichung integrieren — 
zu konnen, allerdings auf einen ganz bestimmten Zusammenhang zwischen Schub- 
spannung und Gleitung beschranken, der aber allgemein genug ist, um eine Anpassung 
von Versuchsergebnissen zu erméglichen. 


ee ee 


1. Analyse des Spannungs- und Dehnungszustandes in einem isotropen Kontinuum 
mit nichtlinearem Spannungs-Dehnungsgesetz. 


Im folgenden bezeichnet © den Dehnungstensor 


. ; Ex a "o Exy Tatas 
c= [p8ye Evy Wastes ie 
"Io Eze "Ys Ezy Ezz 


mit ae mi 
Exy = Eyar Eyz = Exy, Ezn = Exz 


und © den Spannunegstensor 
P 8 Oxy Oyy Sue 
S Gyo. yao 
it O24 Ozy Oz: 
mi ons ee 
Oxy = Fyx, Oy, = Czy, Ozzy = Oye. 


Wir verlangen, wie tblich, daB die Richtungen der gréBten Spannungen mit 
jener der gré&ten Dehnungen zusammenfallen; es miissen also © und & koaxial sein. 


Dies ist der Fall, wenn S=QE+c$ (1) 
ist, wobei \} den Einheitstensor ‘Wea y | 
FJ=(0 1 0 
Oe Of 


* Prager und Hohenemser, Z. angew. Math. Mech. Bd. 12, 216ff. (1932). 


icht ss Constante sein, sondern kénnen Funktionen Hee 
Nn. . , ra 

In iiblicher Weise meriegon wir jeden der beiden Tensoren & und © in den Deviator ©° 
und ©° und in einen Kugeltensor ¢ } und o 3. Wir erhalten also 


, : — (0 
mit ae G+eF3 
: : &= 9 (Ea + Evy teen) (2a) 
und , 
« o= la Ey x ; Eyy° Aa Obs 
aes -, € € 8.3" 
wobei ’ IE Fe | 2yu 2% 
al Exe = Exe — &; Eyy = Eyy— & Egg” = 83, &, (2b) 
sO & 
Sse + Syy° ‘eye =O 
und ebenso S=G +693 
mnt 6 = 4/3 (One + yy + Ozz) 
S59 = Oye Oy as Cys 


xn = xq —G; Oyy) = Syy— 9, Onn = O7¢-_— G 
Sax + Oyy? + ane = 0 
ist. 3 bedeutet die Volumsinderung, o einen allseitigen Zug oder ei &° stellt 
eine Verformung vor, bei der keine Volumsanderung eintritt. Die Gl. (1) nimmt 
durch Einsetzen der Werte fiir S und © nach den Gl. (2) die Form an: 
CS +o =O + he. - (3) 
Entsprechend der Tatsache, da durch Schubkrafte nur volumstreue Verformungen, 
aber keine Volumsanderungen, durch allseitigen Druck oder Zug hingegen nur Volums- 
anderungen, aber keine Gleitungen erzeugt werden, zerlegen wir die Gl. (3) in die 


also 


pele Gleichung o¥=keS oder o=ke nie rae Sa 
und in die Deviatorgleichung So — Q- Go, (3b) 
d. h. fre =e. 2" Cig @ Fyg 6,2 =Qe,;, 

; Oxy = Q ex; Oyz =Q Ezy, Onn = Q Exe 


Wie schon erwahnt, kénnen Q und k& Funktionen der Tensorinvarianten sein. 
Der besondere Fall, daB Q und k konstant sind, fiihrt zu dem erweiterten Hookeschen 
Gesetz mit linearer Zuordnung zwischen Spannungen und Dehnungen. 

Nun soll aber an Stelle des linearen Zusammenhanges irgendein anderer treten. 
Zwischen allseitigem Druck oder Zug und Volumsinderung mége durch Versuche 
der Zusammenhang y (€) - (4) 


©) gu setzen. Ferner mége zwischen einer 


fan 


o 
ermittelt worden sein; Mena ater are 


eens x ae der Gleitung -} — die Beziehung _ - 
t= }(4) | (4) 


bestehen. Wir beachten, da® eine beliebige volumstreue Verformung durch fiinf _ 


jibereinander gelagerte Gleitungen darstellbar ist; wegen &,2° + €y,° + &,° = 0 ist 
aah : ; 
ue GC = Seay Wr + Zeca Me + 5 ove Ms + F009 B1 + bys? Bs 


ras 0 6 001 0:00 0-0 §-0.; 20 
%, =(100), % =(|000),% =(0 01),8,=|0—10},8,=(01 0}. 
(\000 100 eG ae ee Oe 7070 0:01 


ettens werden. in nee Gl. (3 3b) muB nun Q einen sotthon Wert erhalten, daB si 


nur é,, von Null verschieden, alle tibrigen ¢,; aber. Null, so mu8 man 


} Ony = } (=) 


erhalten. Ebenso mu sich, wenn nur ¢,, vorhanden ist, die Beziehung 


fate = f (“84) ° 


ergeben, denn Ona ist in diesem Falle die Schubspannung, ¢,, die Gleitung in zwei 


senkrechten Ebenen, welche die z-Achse enthalten und gegen die beiden anderen 
Achsen unter einem Winkel von 45° geneigt sind. Hohenemser und Prager-be- 
merken, da dies dadurch erreicht wird, wenn man fiir Q den Ansatz 


wahlt, worin J eine Invariante vorstellt, die fiir einen einachsigen Gleitzustand jeweils 


den Wert der Gleitung annimmt. Ist veo z. B. é,, von Null verschieden, so muB 


in diesem ails 
J == “ny 


werden. Dies trifft zu, wenn man z. B. a J die Hauptdehnung = (Ex — Eyy) Ver- 


wendet. Man kann aber auch andere Invarianten wahlen. So kann man, ebenfalls = 


nach einem Vorschlage von Prager und Hohenemser fiir J einen Ausdruck setzen, 
welcher der Gestaltanderungsenergie. entspricht. : 

Man kann fiir J auch stiickweise analytische faaeuaren ineereees Nur miissen 
dann die einzelnen Bereiche einschlieBlich der ersten Differentialquotienten stetig 


aneinander anschlieBen. So kann fiir J zunachst eine lineare Funktion gewahlt werden; — 
erreicht J einen bestimmten Wert, so tritt an Stelle der linearen Funktion eine andere. — 


Die ,,FlieBgrenze“ definiert dann in bestimmter Weise einen Spannungszustand, 
auBerhalb dem kein linearer Zusammenhang zwischen Formanderungen und Spannun- 
gen besteht. | 
2. Der ebene’ Spannungszustand. 
Ein ebener Spannungszustand liegt vor, wenn die See de bee in einer Richtung, 
z. B. der z-Achse, verschwinden. Es ist also dann 


On» Oxy 0 


1S SS. gy ges Ear aera 
0 0 0 
wabrend der Dehnungstensor é 
: é oy 0 
ve 9 
C= <¥e. Sep 0 
0 0 Eg 
lautet. o erhilt den Wert Sen Tove und ¢ = Sent fy tts, so daS Spannungs- 
“bzw. Dehnungsdeviator die Gestalt annehmen a 
Rt! . 
iat ae eae 0 
So = Cyn asa tO Sey 0 : 


0 0 — Gon t Fyy 
7 tt 


fiir den Fall eines einachsigen Gleitzustandes stets die Gl. (4) ergibt. Ist also z. B. = 


\ 


ere. oS Tee oe, ae 7 ee ee oe 


‘ é _ 
i. _ ~ - La 
< Sel i 


tue + Beco as, eo a 
; 2 ; vy 7 €z2 |. (5a) 
0 0 . Fan —fyy + 2 ee | a eee 
ae . “ a 3 % og +) 
Die Gl. (3b) ergibt wegen o,,=Qe,, es 
: ae om Ore + Oyy =Q (Exe + Evy — 2 Exe) : : 2 
und die Gl. (83a) wegen o = Ke BE A 
SeodaB 7 aw By — K (Can + buy + Ey: | | ae 
A ae : 2 g-Us, a 
_. folgt. Damit wird weiter. hs ; 2Q0 +4 (Con + fy9) rue | oak “a 
es } are OLE (Cae + Evy): eae (8) : . : 
_ Mit diesen Werten von « und ¢,, wird . | ee 
4 , fF x ' 1 7 x 
fan) = fan —é = Fae a9 CK K "ee + 8) a9 pK UC + K) eee — Oey], Ee 
1 = 
fy = oo 4K [—Peee + @ + K) eyyl, . (7) ae 
' K / eae 
&:2) = Taso (Exe + Evy): a 
; : ‘ ps! : 
a Aus der Gleichung ©° = @ S° mit den Werten von Gl. (5) und (5a) ergibt sich 
_ weiters = 
1 26,.—o ia 2G, , 

‘ Eee = rs 20 a ay font Puy | - g,,0 = a Sn ame > (8)- : F 
ee ae Cue ee Sa er bee [ae Oya aot eo ye) ere 0: (9) i 7 on 
” -Setzt man endlich fiir «,,° und «¢,,° die obenstehenden Werte ein, so findet man 

Or, = Soe OG + 2H) eon + 8 +B) oy), ; 
yy = aya (C—O + K) eee + Q + 2K) bys] ae 
: Fiir den Fall der Unzusammendriickbarkeit wird mit K —» co — : a a 
fo 0, eee ay ee (Ene — yy); Ex ie = Ex x» Cuan, = Eyy (10) | a ee 
ier T See =Q (2 Exe t+ Ey) Syy =Y (Ewe +2 byy), O22 = 9 (11) ; er 
€ Sed Tal 2 ae 1 —Oyy + 20x Pia TRL Baikead CO ; ae 
Ss ce 4) : 3 > ? yy Q 3 > ie Q 3 aan: 
: 
Exy = @ 7 Ey, = Eg, = 9. (12) 


3. Spannungen und Verschiebungen eines unendlich gro8en Bleches mit einem et 
kreisférmigen Loch, an dessen Rand Zugspannungen angreifen. gree wee fe 

Wegen der Kreissymmetrie fallen die Hauptachsen mit der Richtung des Radius - 
und der Tangente der Kreise r = konst. zusammen. LaSt man die «-Richtung mit eae 


j dem Radius, die y-Richtung mit der Tangente zusammenfallen und schreibt man - 


‘fiir ¢,, ¢,, fiir ey, €,, ferner fiir o,, 0, und fiir oy, O99, 80 erhalt man, Unzusammen- 


 driickbarkeit vorausgesetzt, entsprechend den Gl. (11) und (12) — _ : 
2 aie aes 1 20,— 99 Met, 
—0O (2 ; eat ee gr oy $ 
pee a" (er + 2&9). ae a Ly > ‘ ‘ 


__ Ingenieur-Archiv I, 1-2. . 2 ae 


“Das Gleichgewicht eines lichenelemen c 


Og =<+ (r DSS 


Die Dehnungen iaasen sich durch die Verschiebungen 2 wu in aden Richtung mittels 
=dufdr, & =ulr oS 


ausdriicken; es ist also, wenn fir wu der Wert 7 éy eingesetzt W wird (dies folgt aus einer : 
emfachen geometrischen Betrachtung), 


e, =a (rear, Piee: sb) 
: Damit laBt sich iseht eine REO SH ie: fiir o” oder. Ep  aufstellen. Hs» >< 
= ist, die Werte der Gl. (14b) in Gl. (13a) eingesetzt, . eS 


~ 


6, =Q(2rey' + 3 €Q), 


(15a) : j 
a dirw toe G a 
‘ und dies weiters in Gl. (14a) eingesetzt ; oe 
dey SOF ay + 3 5) = 0. (16a) 
Man kann-aber auch Gl. (14a) in die Gl. (13 b) einsetzen und erhalt 
] Op —T Oy 1—o +276,’ eX : 
, Ep = Q. 3 =) i = Q ‘ = 3 ABS Oye 
und mittels der Gl. (14b) ‘5 
peor 1 d 1 6, +2ro,' ‘ 
: ag ot a ei ee | (sb) 


, 


: In der Gl. (16a) wird man Q durch ¢, und Pas also auch durch bp und ¢,’ aus- — 
driicken; in GI. (16b) stellt man Q durch o, und o,, also auch durch o, und o,’ dar. 
Man erhalt so eine Differentialgleichung fiir e, bzw. o,, die aber nur dann linear ist, 
wenn Q eine Konstante bedeutet. Da aber im allgemeinen Q eine Funktion der Tensor- 
invarianten sein kann, haben wir es mit einer nichtlinearen Differentialgleichung — 
zweiter Ordnung zu tun. 

ee Wir wollen die Differentialgleichung (16a) 
SA Q ey +5 Q2r ey +34) =0 

zum Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen wahlen. Es sei angenommen, dai 

der Zusammenhang zwischen Schubspannung und Gleitung durch die Gleichung 


eni(B)=a ey as 
gegeben sei. Durch geeignete Wahl der Konstanten M und n (letzteres 0<n< 1) 
1aBt sich eine hinreichende Anpassung an Versuchsergebnisse erzielen. Es ist dann 


j pnlsteibemaluanei o'908 


| 
gate pour 
und die Differentialgleichung ee lautet ; 
Jes gy! + STs ier 3! + 36,)'=0. (18) 


Weiters wollen wir annehmen, oa J eine homogene, positive Funktion ersten’ 
Grades von ¢, und é,, also auch von e, und ¢,’ ist. Dann kann J allgemein die Ror a 


hab 
se 2 Js Vad? +07; “Is + ods, . ; Se 


wobei J,, J, und J, die drei Invarianten des Dehnungstensors sind. Es: liegt die Ver- = 
mutung nahe, da der Ansatz penpan 1° rs 


- ¥ fe ee 
tand. einer gelochten Scheibe. ‘er 


as (16a) ist. Tage hat J die Form 
ao ‘den Werten a, b und ¢ abhangt. Setzt man den Wert 
mo mt J in Gi. (18) ein, so yee man _ 


ie ees ae fg ANOS wp "4 A? 1°" (2 + 8)0n = 0. s 
- Daraus folgt a ae ip 
. Sanne: aaa oder w = — 5 
und ¢ es ist somit ays A 
os & =—Ar an pane (20a) 
2 eine pans der _Ditferentialgleichung (18). Dann wird weiters 
; ee ek 
und eon ee eee me | en 
A 1l+n 
; = du/dr = ae a oe oe = (20b) 
3 Mit diesen Werten ergeben sich nach Gl. (13a) fiir ¢, und o, die Ausdriicke 
Ag = 1 —1+38a ee _ 14+8n . 
eM At no = — 2 Mg? A 1 a RY) 


Diese Lésung erlaubt den Fall eines unendlich groBen Bleches zu behandeln, bei 
welchem fiir den Lochrand r = ry die Zugspannungen o, = p gegeben sind. Wegen 


j 1+3n : 
_ des Verschwindens von r= 2x (0 <n <1) verschwinden auch o, und o, fiir ein 
-- unendliches 7. Die Bedingung o, = p fiir r = ry, ergibt fiir die Spannungen « ~ 
: 1437 148m ae 
d : r ; = 
ee 0, = p (=) é und 0, =p (=) = ——. (22) 
Der Vergleich dieser Werte mit jenen in Gl. (21) ergibt fiir A 
Se 3n Me 1 - 1 1jn 1+3n 
pro 2 =2Mq"—* A” = also, A= 7 (FH p) fy 2m. (23) 
- - Dann ergeben die Gl. (20) fiir die Dehnungen und Verschiebungen die folgenden 
-Ausdriicke 1+3n m 
; : ae Ne fire No an. * 
ae 2nq (547?) (52) 3 ae 
] nq 1jn r n 
on Ebay ean 
; ae 1+382 ; 
Trashy 09 Et i a ‘ 
u= oe ($4 ?| (7 r. (24c) 


Es eriibrigt noch, den Wert ¢ bei verschiedenen Annahmen fir die Invariante J 
- zu ermitteln. Zunachst setzen wir nach Prager und Hohenemser 


aes (€, — €9) 
ee Seb 


Dieser Wert stellt, solange ¢, und fy verschiedenes Vorzeichen besitzen, wie dies bei 
uns stets der Fall ist, die gréBte Gleitung vor; er ist also sicherlich invariant. Man 


= % . “ it aus 


“Setat n man hierin die Werte von ¢, und «, nach Gi. (20) ein, so bekommt man 


. g 

2 eee See 1+38n 1+3n 
oo ms ta AS oe a a on a= ms 

eee : Ser oe Ar” =gAr™ ae 
also g = = aes und damit nach den Gl. (24) 


Or 


eee “Z . ean ef mart Z — em eo ae : = 
ee P ear In (26b) 
4 14+ 3” p mn (fe os ‘ : vee : 
eal 4 Be Pa Ps 


Als eine zweite Annahme wahlen wir, ebenfalls neon einem Vorschlage, von Prager a 
und Hohenemser ~ 


J =(—& &— €é 
Die Gl. (20) ergeben jetzt 


o &g — &% £, pe ae [(é, ee a) + 3 €, ey : 


Also ist in diesem Falle 


und damit nach den Gl. (24) 
1+” e 1+3” »p 
VL Esa 2 


“2 (eae p 


1+ 
2n. V14+3n7 p Ve) ee (276) | 
u=— Fea 2n 2M Eee Cnt: 
i 
4 
a | 


Ep = — 


Aus den Gl. (22) fiir die Spannungen ist ersichtlich, daB bei dem angenommenen | 
Spannungs-Gleitungsgesetz 1+ = 2 M (zy die Spannungen unabhangig von der 


' besonderen Wahl der Invariante sind. Es ist ferner bemerkenswert, daB fiir » > ee 
die Spannungen.o, und o, verschiedene Vorzeichen besitzen. Ist n = 1/3, so werden 
die Tangentialspannungen o, = 0. Fir n <1/; haben o, und o, dasselbe Vorzeichen; _ 
ist p eine Zugspannung, so treten tiberhaupt keine Druckspannungen auf. Zieht man 
aus einem ebenen Blech durch Einpressen eines runden Stempels zylindrische Napfchen, 
so ist in dem unverformten Blech der vorstehend behandelte Spannungszustand vor- 
handen; ist fiir das Material n <1/s, so entfallt die Ursache fiir die bekannte Falten- 
bildung beim Ziehen. Man findet weiters leicht, a dafS§ die angegebenen Glei- _ 
chungen fiir Spannungen und Verschiebungen bei n = 1, d. i. Roles des Roe 
schen Gesetzes in die bekannten Gleichungen: 


—e(%} =a}, 
: 
4 


es (ese oa p [To \* i eal RE 
e=agle)> “bag (t), eee 
iibergehen, wobei jetzt fiir 2 M = 2 G gesetzt wurde; G bedeutet hierbei den Gleitmodul. - 
Zum Schlusse sei noch das Ergebnis fiir sehr kleine Werte von n diskutiert. Mit — 
verschwindendem 7 nahert sich t = 2 M (= le dem Grenzwert t = 2M =k. ‘Dadurch _ 


ist ein idealplastischer Werkstoff, der im sists ies Bereich nicht zusammendriickbar | a 
ist, beschrieben. Die Spannungen eens dann in die Grenzwerte 


. et Pp V2, Oy iS Pp Vise : ; 
entsprechend den Gl. *(22) tiber. Bei den ce roe und ae Pecactiorae kommt 


es je nach der Wahl von } auf die Ausdriicke Cas Sar ee ie ” nach den G1.(26), baw. 


A ae lode 
te , 80 darf p den Wert 


Vi 


Dehnungen ausschal gis 
Beri. ? p=8M=4k bw. p=4M=2k ae 
° ‘nicht tberschreiten, wie mit r)/r = 1 am Lochrand sofort folgt. | 
; | (Bingegangen am 21. Jénner 1946.) Prue Rs Be: 
tape 

Die diinne Kreisringplatte mit groBer Ausbiegung. ¥ oy : 
Von K. Federhofer, Graz. ae 
Mit 5 Textabbildungen. a 
= : Finleitung. a 
Die Ermittlung der Spannungen in diinnen ebenen Platten, deren Durchbiegungen le 
unter dem Einflusse von Lasten vergleichbar mit der Plattendicke oder noch erheblich i - 


_ grdBer als diese werden, wurde bisher nur in einem einzigen Falle, und zwar fir die 
Kreisplatte mit gleichmafig verteilter Belastung strenge durchgefiihrt.. Dabei 


vereintachen sich die beiden von Th. v. Karman! angegebenen Grundgleichungen fiir ee 2G 
diinne Platten mit groBer- Ausbiegung, die bei beliebigem Plattenumri8 durch zwei S ee 
partielle nicht lineare Differentialgleichungen vierter Ordnung dargestellt sind, in ~ . 


zwei totale nicht lneare Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Integration SS 
mit Hilfe von Reihenentwicklungen von St. Way? fiir die am Randeeingeklemmte - 
Kreisplatte geleistet worden ist. Seine numerischen Ergebnisse gestatten die Beur- ; 
teilung des Verhaltens solcher Platten bis zu gréBten Einsenkungen, die etwa gleich ete 
dem 1,2-fachen der Plattendicke sind;* fiir noch gré8ere Einsenkungsverhiltnisse ee 
und fiir die am Rande verschieblich gelagerte Kreisplatte findet man die strenge sis 
Berechnung der Spannungen und Formanderungen in zwei Arbeiten des Verfassers? == 

Haufig begniigt man sich bei der Berechnung solcher diimnen Platten damit, sie at 
einfach als im unbelasteten Zustande nicht gespannte Membranen (Haute) zu betrach- eee 
ten, in die sie ja im Grenzfalle verschwindender Biegungssteifigkeit tibergehen. Die Lea 
_ hierfiir geltenden, schon von A. Féppl* entwickelten beiden Grundgleichungen (die an 
| durch Nullsetzen der Biegungssteifigkeit aus den allgémeinen Karmanschen Glei- pee 
_ chungen hervorgehen) wurden fiir die kreisformige Membran von H. Hencky® durch Re 


‘ 


—— 
vw 


Potenzreihen integriert, der auch die quadratische Membran® nach dem Verfahren 7 
yon H. Marcus (Ersatz der Membran durch ein Gewebenetz und Anwendung der ee 
 Differenzenrechnung) genahert behandelte. Die strenge Lésung der Grundgleichungen . Ta 
fiir die Kreisringmembran bei zwei. bestimmten Belastungsannahmen verdankt man on 
E. Schwerin;’ fiir die nur am Innenrande belastete Kreisringmembrane konnte aie 
hierbei die Lésung der zugehérigen Grundgleichung — einer nicht linearen Differential- ae 
gleichung zweiter Ordnung — streng in geschlossener Form dargestellt werden, so Sap 
da der bis dahin einzige, von A. Féppl* angegebene, geschlossen lésbare Fall des 
unendlich langen gleichmafig belasteten Membranstreifens nicht mehr allein steht. ee 

- Durch die Untersuchungen von St. Way? und des Verfassers* wurde aber fest- ae 
 gestellt, daB sich bei Berechnung einer diinnen vollen Kreisplatte betrachtliche Unter- ee 
_ gchiede in der Formanderung und in den Spannungen ergeben, wenn anstatt der ies 
- genauen Theorie die einfachere Membrantheorie benutzt wird. Da ahnliche Verhalt- 
* Die Benutzung der linearen Kirchhoffschen Plattentheorie ist nach seinen Zahlenergeb- peak 
 nissen bis zu gré8ten Einsenkungen gleich dem 0,4fachen der Plattendicke zulassig ; der Fehler ei 
in der GréBe der Durchbiegung liegt dann noch unter 10%. ee 


ier “haufigon Vervendte von diimnen 
DruckmeBinstrumente auch fiir diese eine scharfere Berechn Ni 
ihrer Biegungssteifigkeit erforderlich, die die Beurteilung der Zulassigkeit der Ae aq 
- wendung’ der Ringmembrantheorie erméglicht. Diesem Zwecke dient die folgende- of 
Untersuchung, die sich vorerst nur auf den Fall der am Innenrand belasteten Ring- 
ies platte beschrankt; eine ahnliche Untersuchung fiir die hae ee belastete Bees 
ee bleibt einer folgenden Arbeit vorbehalten. . Nee 


ae . . | 1. Die Grundgleichungen. 

| Die diinne Ringplatte (r,, 7, Innen- und AuBenhalbmesser) sei am Innenrand 

paths (Abb. 1) in einer mit P zentrisch belasteten starren Kreisscheibe eingespannt und 
i : am AuBenrande festgehalten; sie sei im iibrigen un-_ 


Ne, en en ee ee — 


belastet, so daB lediglich der Innenrand init ae 


Sy ema 


je Langeneinheit des Umfanges belastet ist. 
: Die elastische Flache, in die sich die Mittelebene » 
Abb. 1. ~~ . der Ringplatte infolge der Belastung verformt, werde 
durch die radiale Verschiebung v (r) eines Punktes Man 
der Stelle r ee die Neigung y (r) der Meridiantangente festgelegt. Dann gilt fiir die 
at Dehnungen ¢, und e, im _ Meridian und im Parallelkreise 


_ dv 1 nO 
A not pee 1}, medeege 7a 


ov Rian aie hcp eatin 2 


scsagitadplaci 


Rig: is Die Kriimmung x, des Meridians an der Stelle r betragt ~ = _ ? | jene x des 


an der Stelle r gelegten zweiten - sisi e is = = Es gelten daher mit 


‘sing rw . (1) 


Eo =-, (3) %, =—. (5) 


eae die Formeln 


x 
- 
5 
vet 
= 
— 
ts path 5 Ae wernt basinal de iis 


Bezeichnet ferner 7’, die Spannkraft, G, das Biegungsmoment im Meridianschnitt, 
T, und G, Spanukrat: und Biegungsmoment im zweiten Hauptschnitte, so bestehen 
iG. lie bekannten Zusammenhinge 
ee | BD . 
eae a (é1 + ft &s); G, = — D (x, + pw %), 
G 


ees ae 


meet al nage) 


(€2 + & &); 
oder mit Benutzung der ee Formeln 
12D /di 
T= ce +o te) @  G=—D(E+a5), @) 
12D /v ‘ 
he (Ce 8) (7) G,=—D(* +p ai (9) 


: Hierin bedeuten: H die Be Ry. uw die Poissonsche Zahl, h die Dicke der 4 
Sa EH h8 q 
fe a Platte, D = 2(1 a) Ceren Biegungssteifigkeit. ae 


_ Die Gleichgewichtsbedingungen fiir die am deformierten Plattenelemente ate 4 
Spannkrafte und Biegungsmomente lauten | . 


d ie oH oe 1 
ap Li Le 0, 1, _ (10) 


SS Ding ea Mec 


er ; T, ae 


v 
ey I 


a} is rf 


ergibt sich als erste UA Gees 


OE Oe eee ae arr Lee ae ene 


ie (Ty Re er) 


(12) 


on? 


wenn N die in der Meridiannormalen wirkende Querkraft bedeutet. Mit der Dimensions- 


SYS Rage Peter fe | 
Soar (13) 


a 


qe @ TY—Tr =0, 


die durch Einfulhrung e einer ce Funktion y 1) mit den Ansatzen 


D 
Pee 18) Po 


Tar ce 


Te ary : (15) 


 erfiillt wird. Beseitigen wit aus den beiden Gl. (6) und (7) die radiale Verschiebung v 


und ihre eihaclertote so ‘entsteht bei Beachtung von (10) 


of (0, + Ty) + hw =0. 
Diese Gleichung erhalt mit Einfiihrung einer zweiten dimensionslosen Funktion @® (o ) e pe 
gemaB 
| Do) 2YV ISA Ule) ee ee (16) 
und mit dem homogenen Differentialoperator ZL ()= 2 = A “ pose Ds eimtache 
Form eae 10 oo @ @ de 


Die zweite Grundgleichung fiir ® und yp rae sich durch Beseitigung der Querkraft NV 
aus der zweiten und dritten der obigen Gleichgewichtsgleichungen unter Beachtung 
der Formeln ae G,, G, und 7; es folgt nach fangerer Rechnung 


L(®)— 4 = (II) 


worin #* eine von der Belastung P und von den Abmessungen der Ringplatte ab- 
hangige dimensionslose GroBe ist, die durch — 


o* = =o it 12/30—2 eel a | (17) 


Vectimint ist. Die erste Grundgleichung enthalt als einzige numerische Konstante 
die Poissonsche Zahl yw, wahrend in der zweiten Grundgleichung nur die Belastungs- 


~ kennzahl 3* auftritt. 


2, Lésung der Grundgleichungen I und II. 
Die simultanen, nicht linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (I) und 


(II) vereinfachen sich wesentlich in den beiden Grenzfallen der biegungsfesten Ring- 


platte ohne Membranwirkung und der reinen Ringmembran. Im ersten, der gew6hn- 
lichen linearen Plattentheorie entsprechenden Falle scheidet Gl. (I) wegen yp = 0 
aus und es verbleibt als lineare Grundgleichung 


Ue eee (Ia) 


= aus der die Funktion ® durch zwei Quadraturen zu bestimmen ist. 


Im zweiten Grenzfalle der vollkommen biegsamen Ringmembran setentncht 


3 ; sich die Grundgleichung (II) wegen des Fortfalles der Biegungsmomente [deren Bei- 


Bees trad duh doa chia E (Oye 
fir: die Funktion y gemaB (I) die nicht 


i =m i =O 


oy Eae) + 


ergibt, mit deren Lésung die Membrankrafte nach (14) und (15) bestimmt sind. “4 
Da fiir beide Grenzfalle die zugehorigen Grundgleichungen (IIa) bzw. (Ib) ge- 

schlossen integrierbar sind, so gewinnen wir Naherungslésungen der in strenger Form — 

nicht. integrierbaren Gl. (I) und (II), indem wir die darin vorkommenden nichtlinearen 

a, Glieder durch jene Werte ausdriicken, die sich aus einem der beiden Grenzfalle berech- _ 

a nen lassen und sodann die nun linearen Differentialgleichungen integrieren. 


Verfahren a. Gehen wir vom ersten Grenzfall aus, so folgt fiir @ (0) aus (Ila) 


(0) = C0 + 2—F 9(@me—1), ! 
wobei die beiden Tntogmece oe team Cy und c, durch die Art der Ausbildung der 
Plattenrander bestimmt sind. 

Wir wollen hierbei zwei Falle Pema ehGr ore 

- Fall I: Innenrand (e = e,;) eingespannt, AuBenrand (oe, = 1) gelenkig befestigt 
mit den Randbedingungen A 

Ww Oy 
P (0,) = 0, (Ge +e =) (8 


‘Fall IT: Taner und AuSenrand gelenkig befestigt mit den Rardbectaganaes 


. By 2 ote @=¢, mdp~so,—1. 
Setzen wir i = . ; 
or ee 
? Core = ob be Pamauuay ter, = 
: so kommt hear fee . ERE ens 3 
(oe) = [(G+Yet+—2—2emoq (18) 
- und es ergibt die Erfiillung der beiden Randbedingungen _ 
im Fall I: : im Fall I: x 
— 2[a— meine, + —| ee 
tor = 2,3 => _- Gy) ee = a4 = Css 
(thas 3 Ato ee 
2 0; sie ; ; pss 
ee = e: (1 + #)In 2 es ‘ ape aa ; +h In a . 
0; (1— w) + Pa ae: Winey : 
Q; . ; as t 


Diese nur von der Lochverhaltniszahl 0; abhingigen Konstanten kénnen daher fiir : 
verschiedene og; und y ein fiir allemal tabuliert werden. Mit Benutzung des Ansatzes (18) 
folgt durch Integration der Grundgleichung (I), in welcher zur Abkiirzung 


1— 2 : 
CR Gas ; (19) 
gesetzt wird, , mon 
<> v= et arg T(0), | Hse . 
worin ‘ . seat 
LI (e) = £7 +6y +24 —(1 +m) @— = ce me +20, (1 ta)elng— 
—(3 +)otine— 26,0 (Ino) + o* (ino (20) 


Die beiden Integrationskonstanten c,, ¢, sind durch die Bedingung des Verschwindens e 


_. Setzen wir 


= ny G2 
C3 3 39 ° 
m re 
: fs Cy = 39 °? 
so wird zunachst ongt 2 ee 
‘ - ‘ = m 
aes (0) = "5s 0 + + —P(o)| = "5 V0), (21) 
woraus folgt . 
: dy eo te aad c Pos La es ae m oe pis (22) 
oo dak : de ie _ e de 32 of 4 ; 
y y m 
: ies 6 = és (lp) 8 (1+ pi) ce 
Mit Einfiihrung von — - ar ap ; 
: Re te: 
liefert die Erfiillung der oben cas ane beiden Randbedingungen 
A (Q;) Ss ix 2 ) 
i Abe = 
(1 —p) es = — ag A eae ihe 
’ , ete aa i | 


_ Hiermit kénnen nun aus den Gl. (21) und (22) die Funktionswerte und ¥ zahlen- 


-mafig berechnet werden und es sind damit die ihnen nach (14) und (15) verhaltigen 
~ Membrankrafte 7, und 7, in erster Naherung bestimmt. Bei der noch erforderlichen 


scharferen Berechnung der Biegungsmomente und der Formanderung der Ringplatte 
ist die Beibehaltung des bisher in der Grundgleichung (II) vernachlassigten mittleren 
¥ 


: @ P Aster : 
_ Gliedes a wesentlich. Tragt man hierin fiir y den in (21) gewonnenen Ausdruck 


ein, so scheitert die strenge Integration der dann entstehenden Differentialgleichung 
' fir ® an der komplizierten Form von I’(¢). Machen wir dagegen als Naherungslésung 
fir die Funktion @ (0) in Anlehnung an die friihere Lésung (18) den mit einer noch 
naher zu bestimmenden Konstanten C versehenen Ansatz — 


® (oe) = Cla o + *— 20 Ino), : ne (23) 


der die fiir @ (0) vorgeschriebenen Randbedingungen erfillt, so entspricht ihm zufolge 
der. Grundgleichung (1) eine Funktion 


v (9) = BO rol 2 51a), (24) 


welche zufolge (21a) die fiir y(e) vorgeschriebenen Randbedingungen befriedigt. 
Bezeichnet sodann E (0) den durch Eintragung dieser Funktionen ® und y in die 
Gl. (II) sich ergebenden Ausdruck, der fiir die strenge Lésung gleich Null sein soll, 
so wird (II) fiir jenen Wert von C am besten erfiillt, welcher der Galerkinschen 
Vorschrift 


[aero + &—2eImoeas =o ic) 


0=o% 


_geniigt. Die tatsachliche Durchfithrung der hiernach geforderten Integrationen wiirde 


- eine sehr langwierige Rechnung erfordern, wenn man bei der Berechnung von £ (@) 


os 


die darin vorkommende Funktion y(e) nach Gl. (21) beniitzen wollte, denn diese 


Funktion ist allein schon durch einen zehngliedrigen Ausdruck (vgl. den Ansatz ftir I’) 


 &=0 
es genitigt, 7 je nach dem Lochverhalenis 0; ane Te 3 (bei 6s c= 05 1 und 0,3) baw. 


4 = 2 (bei e, = 0,5) und i = = (bei 9; = 0,7) anzunehmen. Die groBten Abweichungen — eee 


von den genauen Werten ~ bleiben dann noch unter 2%. Mit eae Ansatz bee 
_ rechnet sich # (a) zu 


H(e) =(—40 + gy mg 4 +24 oslo + —2 eine) 


womit die Bedingung (25) 3 in die eo rubiaohs Ge fiir den HBeLvEr o 2 


tubergeht 
6 m 08 a Wy, Up Br : ; et > 
Os ee ag ay (26) — 
; z a (1— @?) — (Ss — 0°) In @; ; 
Hierin ist allgemein . 3 ; 
in =| (1.0 +2 —29lno) o'=* dos 
so daB % ES 
uy = fa? £ 2 + 62Ine + ge! (Ine? —Felng+Suboo ston (2 on 9 — ot) — 
fs ei. (e ee wae : 


=A Spare cus : g? (In gf? —+ g? In 9 “ or @ + 2a boo — 
; — 46, (eIng—o)—4%(FIno— SW , 
ee {a2 4— ss +.2 o (In 9)? —2 ¢Ing + @ + 2% 0,Ing—2, (In 9)? — 
ae ene Oa | 
ig = [a2 0 — Se + 4 0 (In e? —8elng+89—=* + 4% (Ing Riese 
re —42e(ne—1)). 


Sind die Funktionswerte ” und @ (9) fiir hinreichend viele Argumente zahlenmaBig — . 
berechnet worden, so erweist sich iibrigens die unmittelbare numerische Durchfiihrung _ 


der in (25) geforderten Integrationen bei Verzicht auf die allgemeine Darstellung (26) 
am bequemsten. Fiir den Lagerungsfall Il wurde die Rechnung auf diesem Wege 
mit einem Intervall der e-Werte von 0,1 durchgefiihrt. Die in gleicher Weise fiir den 
Fall I vorgenommene numerische Integration von (25) filhrte zu sehr guter Uber- 
einstimmung mit den nach Gl. (26) berechneten Werten. 

Fir kleine Durchbiegungen, wie sie bei der gewohnlichen Plattentheorie betrach tot 


werden, kann das den Faktor C? enthaltende Glied j in (26) gestrichen werden und wir — 


kommen mit C= ae, zurtick auf die Ausgangslésung (18). Mit dem durch (26) be- 


4 
stimmten verbesserten Wert C lift sich nun die Durchbiegung w (r) der Bingpiatte 
an der Stelle r berechnen. Es ist | = 
oder wegen (16) 
woraus sich w (0) bei Boschung des Reo 28 mit der Randbedingung w a = Ozu 
w (o) = |@, + JAS“ —tine + oting 


ae 


pd ates Wp phd 


a ee ee er es 
7 - 3, 
an 


et o fe : : . 


Fir ae vollkommen biegsame Ring- 


membran findet E. Schwerin? nach 


‘strenger Integration der Gl. (Ib) 


/ 3 Se as 
Seat ho V scar 
= a 


woraus fiir das Einsenkungsverhilt- 


nis aE mit Einfithrung der durch (17) 


definierten Belastungskennzahl 9* , 


die Formel 


W; Ws Lp aes 


2 oct tae EN CR 
V 12 (1— we) V3 

entsteht. Die von der Innenloch- 
zahl oe; der Ringmembran abhangi- 
gen Zahlen @, sind in der Arbeit 
Schwerins mit der Annahme uv = 
= 0,3 (was ungefahr dem Mittel der 
Poissonschen Zahlen 1/3 und 1/4 
entspricht) berechnet zu 


@; = 1,143 0,802 0,540 0,3095 0,0984 


fiir» 
0; =0,1 03 0,5 0,7 0,9 
so daB ~ =e: - mit « = 0,3 endgiiltig aus 


~ SE = 0,37533 @; Va* (28) 


Perechnst werden kann. 
In den Abb. 2 bis 5 ist die durch 


_ (27) und (26) gekennzeichnete Ab- 


hangigkeit des Einsenkungsverhalt- 
nisses vom Belastungskennwert 


#* fiir die Innenlochzahlen o; = 0,1, 
0,3, .0,5, °0,7 mit den, Annahmen 


yw = 1/3 und uw = 1/4 graphisch dar- 


gestellt, wobei auch jedesmal die der 


Gl. (28) entsprechende kubische Pa- 


rabel (Fall III) eingetragen ist, so 
daB die beider Berechnung der Form- 


senkungsverhaltnis ae, , 


Les 


— (C22?) In 0]. (27) 


Abb. 2. Abhangigkeit des Einsenkungsverhaltnisses 
wip vom Belastungskennwert 0* fir die Innenloch-. 
zahl @, = 0,1. 


Fuirue= 4 


be/ Fall Mu=0,5 


0 10 20 JS 50 75 100 


Abb. 3. Abhangigkeit des Einsenkungsverhaltnisses 
win vom Belastungskennwert #* fiir die Innenloch- 
zahl @, = 0,3. 


anderung nach der reinen Membrantheorie sich ergebenden sehr betrachtlichen Ab- 
weichungen von jenen viel kleineren Werten unmittelbar abgelesen werden kénnen, 
welche die Beriicksichtigung der Biegungssteifigkeit der Ringplatte liefert. Fiir 


; kleine Kennwerte 8* gelten die der gewdhnlichen Plattentheorie entsprechenden, 
in den Abb. 2 bis 5 eingezeichneten geradlinigen Diagramme. : 


am Innenrand 9 = 9; 


samen Cee REN ES gelangt man, polos 
angenommen wird, zu einer recht einfachen Naherungslés 
und (II), die zu bequemen Formeln- 
fiir die Berechnung der Einsenkun- ~ 


La. J HH Ha 
l= 


- 


Der Potenzansatz — 

y(e) = Bor, (29) 
in welchem B einen noch zu bestim- 
menden konstanten Beiwert bedeu- 
tet, erfiillt die Bedingung des Ver-. 
schwindens der radialen Verschie- 
bungen am Aufen- und Innenrande 
der Ringplatte, sobald ~ = 1/3 ge- | 
setzt wird. Denn diesem Ansatze 
entsprechen nach (14) und ee die 
Mem beipinese 


T,= — B g~*s : 
a 
: und : eee 
2 Abb. 4. Abhingigkeit des Einsenkungsverhiltnisses T,= a pee Bg—*s, (30) 
Si wij, vorn Belastungskennwert #* fir die Innenloch- eed we . : 
zahl 0; = 0,5. somit ist 7, = 1/3 T, und es wird 


oA , daher die mit der radialen Verschie- 
bung verhaltige tangentielle Dehnung e, = pr (f2—eT;) im Falle w=1/3 an 

allen Stellen der Ringplatte gleich Null, d. h. jeder Punkt der Ringplatte erfahrt 

dann nur eine Verschiebung 7 

- recht zur Plattenebene. 
Mit dem Ansatze (29) hefert dies 
Ce ee (1) 

® (0) = 2 z= oh, G1). 


m 


so daf sich radiale Biegungs- 
moment G, aus (8) und (16) zu : 
| D 11/28 (pene 
G,=— re 38 m (u— +) e /e 
berechnet. Im Falle « = 1/3 ver- 
schwindet demnach G, iiberhaupt, 
so daB mit (31) sodetiette die Bedin- 
gung einer gelenkigen Festhal- 
“2 E Mncdaneaes win eer aa a = moo tung des Innen- und Aufenrandes ~ 


ie erfiillt ist. 

b. 5. Abhangigkeit des Einsenkungsverhiiltnisses Da zufolee (29) und (31 

win vor Belastungskennwert #* fiir die Innenloch- eee) ot) 
zahl 9; = 0,7. 


Oy=— = ae = konstant, en 


y so gentigen die Ansatze (29) und (31) der fiir die eee biegsame Membran 
_geltenden vereinfachten Grundgleichung (II) (® y = 0*), sobald 


B=1 om o* eet | | ; 


ee ee ey oe ee 
i, - 


, fies SEs eo 


kulé ng von | (II) im Falle der Ringmembrane.* ; 
_ Geht man aber mit dem Ansatze (29) fiir y(g) in die vollstandige Grund- 


_ gleichung (II) der Ringplatte, so 1aBt sie sich mit Einfiihrung einer neuen Verinder- 


lichen § (0) gemaB ee 
§ (0) = 3 Bers 


lberfiihren in die Bessel sche Gleichung 


2D , 1 d® SRE oe ae 
tat ae OT gal | Sout 


: VE 
3 oe 
A =//i5 


ist. Die zu (32) gehérige homogene Differentialgleichung hat als Hauptsystem von 


worin 


_ Lésungen die -beiden Besselschen Funktionen erster Art Js), (i &) und J_s;, (i &) 


(7 imaginare Einheit), fiir die — da der Parameter die Halfte einer ungeraden Zahl 
ist —— eine geschlossene Darstellung mit Benutzung der Hyperbelfunktionen méglich 


ist. Hiermit la8t sich das vollstindige Integral der inhomogenen Differential- 


gleichung (32) nach langerer Rechnung, die hier tibergangen werden soll, darstellen 


durch 
@ (£) VF=0, = — Go} ¢| ne |Gin p<) + 
+ A [Gof eG: (6) — Sing Gif) + MESON SNE) _j), (33) 


wo C,, C, die beiden Integrationskonstanten bedeuten und Gi (&), Gi (é) durch 


e § 


bestimmt sind. Verfiigt man tiber die Konstanten C,, C, so, daB die Bedingung ge- 
lenkiger Festhaltung der beiden Rander erfiillt wird, so sind mit (31) und (33) zwei 
voneinander verschiedene, aber zum gleichen Ansatze von y (0) gehérige Lésungen 
fiir © (9) gewonnen, welche die Randbedingungen befriedigen, und es kann der noch 
offene Freiwert B etwa aus der Bedingung ermittelt werden, da beide Lésungen 
zur gleichen Einsenkung am Innenrande fiihren sollen. Damit erhielte man eine 
auBerordentlich komplizierte transzendente Gleichung fiir 6, deren numerische Lésung 


si@=\Sia, ci =| tf a 


noch dadurch erschwert ware, da8 Bauch im Argument é enthalten ist. Wir verzichten: 


auf die Durchfiihrung dieser Rechnung und berechnen B auf viel einfacherem Wege 
durch die Erwagung, da8 die Grundgleichung (II) mit den Ansatzen (29) und (31) 
durch jenen Wert B am besten erfiillt wird, der der Galerkinschen Forderung 


1 
\, E (0) @~**: ede = 90 


entspricht, wo E(o) die mit Benutzung der Ansatze (29) und (31) gerechnete linke 
Seite der Gl. (II) bedeutet. Hieraus folgt, wenn 


2B 2 
p22 a B, und 0; /s =a 


* Diese Partikularlésung stellt nach Schwerin (s. Literatur 7) den Grenzfall dar, dem sich 
die strengen Losungen der Grundgleichungen einer Ringmembrane fir alle Werte uu < 1/5 
nahern; fiir ~ > 1/, haben diese Gleichungen keine reellen Losungen, woraus Schwerin schlieBt, 
da® dann der vorausgesetzte axialsymmetrische Spannungszustand nicht mehr moglich ist und 
ein wellenférmiges Ausbeulen der Membran eintritt. Bei Zugrundelegung der vollstandigen 
Grundgleichungen I und II, d. h. bei Beriicksichtigung der Biegungssteifigkeit der Ringplatte, 
verliert aber der Fall « = 1/3 diese Sonderstellung. ; 


da mit dem vorstehenden Werte von B eine parti- 


~ 


Be ed! ‘fir B die kubische es 


sal OE pera aye —0. - (34) 


Best = % 
Aus — dw = 5 re? 0) do (vgl. S. 26) berechnet sich die Hinting w te) yA 
- we) = 28 o' 
und es ergibt sich fiir das Einsenkungsverhaltnis oe am Innenrande die einfache 
Formel a) B, ; : 
h 23° (1—«) (35) 


Die hiernach gerechneten, in der’Zahlentafel 1 unter Fall IIb eingetragenen Werte we 
stehen — wie diese Zahlentafel zeigt — im fe heuer o; S 0,3 in praktisch yillkomanincs 


Ubereinstimmung mit jenen Werten >‘, die aus der Gl. (27) — ausgehend vom 


Grenzfalle der biegungssteifen Ringplaite — fiir den Lagerungsfall Ila erhalten wurden; 
lediglich im Bereiche 9; < 0,3 ergeben sich bei kleinen Kennzahlen 3* geringfiigige 
Abweichungen. Es darf aber nicht iibersehen werden, da® Gl. (42) nur fir w = 1 : 
giiltig ist, wahrend die Gl. te ) frei von dieser Beschrankung ist. 


Zahlentafel 1. Einsenkungsverh4altnisse et fiir Fall Ila und IIb (mit pu = 1/5) und 
~fir Fall Il (reine Membran) mit pv = 0,3. ; 


O; | Fall | OF 4 8 ; 12 16 20-- + 30 40 50 
Ila op: 0,3501 0,5582 | 0,7016 | 0,8127 | 0,9046 | - 1,0854 1,2260 1,3428 
0,1} Ib =e 0,3008 | 0,5152 | 0,6709 | 0,7933 | 0,8947 1,0943 1,2488 1,3768 
Ill 0,6810 | 0;8580 | 0,9822 1,0810 | 1,1645 1,3330 1,4672 1,5804 
Q; Fall o* 5 10 20 25 30 | 50 70 ' 100 
Pechey ey Ai 0,3757 0,5354 | 0,7260 | 0,7953 0,8551 1,0405 | 1,1789 1,3417 
0,3} ITb |: - h 0,3731 0,5337 | 0,7253 | 0,7949 | 0,8550 1,0412 1,1800 1,3435 
Il 0,5147 | 0,6485 | 0,8171 0,8802 | 0,9353 1,1089 1,2406 A, 3972 
0; Fall on 10 25 50 “70 100 150 200 | 250. 
Ila an 0,38799 | 0,5495 | 0,7113-} 0;8030 | .0,9113 1,0501 1,1601 1,2527 
0,5] IIb ae 0,38798 | 0,5495 | 0,7113 | 0,8030 | 0,9113 1,0501 1,1601 1,2528 
Ill 0,4367 0,5926 | 0,7467 | 0, 8353 0,9408 1,0769 1,1853 1,2768 . 
| 
0; Fall on 100 200 300 3507 500 750 1000 
Ila st 0,5241 | 0,6658 | 0,7647 | 0,8059 | 0,9095 1,0430 | 1,1491 - 
0,7] ILb me 0,5241 0,6658 | 0,7647 0,8059 | 0,9095 1,0430 11,1491 
Ill 0,5392 | 0,6793 | 0,7776 | 0,8187 0,9220 1,0554 1,1616 z 


3. Berechnung der Spannungen. 


Ks tiberlagern sich die von den Biegungsmomenten G,,.G, und von den Spannkraften 
T,, T, erzeugten Spannungen. Aus den Formeln (8) und (9) berechnen sich bei Be- 
achtung von (16) die Biegungsmomente zu 


on Br te B on 


do 0 we ( ad 


d® 
re2V3 Q oe a 


Vy Ven Te t far a heavens und Innenrand 
(GL. 38, 40—44). 


2 ‘Lochverhaltniszahl ; Belastungskennzahl 0* 
See pene ae Fall 
: tte 4 Be cde Rhee 28 20 30. | 40 50 
‘ xs I | 0,045 | 0,126 | 0,210 | 0,291 | 0,366 | 0,540) 0,696] 0,842 
; radial Ila | 0,061 | 0,156 | 0,246 | 0,330 | 0,408 | 0,588] 0,750) 0,898 
,* IIb | 0,037 | 0,156 | 0,183 | 0,255 | 0,324 | 0,486) 0,636] 0,771 
5: | IIT | 0,180 | 0,287 | 0,376 | 0,455 | 0,528 | 0,692) 0,839) 0,974 
sania Membran- 
einflu8 
I | 0,015 | 0,042 | 0,070 | 0,097 | 0,122 | 0,180) 0,232) 0,281. 
. tangential | Ila | 0,020 | 0,052 | 0,082 | 0,110 | 0,136 | 0,196] 0,250] 0,299 
Poreen . tT" = wt" | Ib | 0,012 | 0,052 | 0,061 | 0,085 | 0,108 | 0,162) 0,212] 0,257 
ae III | 0,054 | 0,086 | 0,113 | 0,137 | 0,159 | 0,208] 0,252) 0,292 
es aie ie gleich Null fir alle vier Faille 
Bi 7 ae i 4 
an I | 0,181 0,303 | 0,390 | 0,458 | 0,514| 0,624) 0,709) 0,780 
tangential | Ila | 0,198 | 0,315 | 0,396 | 0,459 | 0,511) 0,613] 0,692| 0,758 
yo" IIb | 0,128 | 0,262 | 0,285 | 0,337 | 0,380 | 0,465] 0,531) 0,585 
Ill |0 0 0 0 0 0 0 0 
I | 0,106 | 0,300 | 0,489 | 0,673 | 0,848 | 1,251] 1,617) 1,956 
radial Ila | 0,182 | 0,463 | 0,732 | 0,982 | 1,217) 1,752] 2,235] 2,682 
y - Ti IIb | 0,171 | 0,718 | 0,849 | 1,186 | 1,509 | 2,257] 2,949] 3,573 
III | 0,870) 1,381 | 1,809 | 2,192 | 2,543 | 3,333) 4,038) 4,685 
Membran- y 
_einfluf8 
I | 0,035 | 0,100 | 0,163 | 0,224 | 0,283 | 0,417) 0,539] 0,652 
tangential | Ila | 0,061 | 0,154 | 0,244 | 0,327 | 0,406] 0,584] 0,745] 0,8947 
to! = wt,' | IIb | 0,057 | 0,239 | 0,283 | 0,395 | 0,503 | 0,752) 0,983) 1,191 
Innen- III | 0,261 | 0,414 | 0,543 | 0,658 | 0,763) 1,000} 1,211] 1,406 
rand 
; I | 1,469 | 2,458 | 3,161 | 3,7104 4,164 |' 5,057) 5,749] 6,323 
' radial : : 
va gleich Null fiir die Falle Ila, Ib und III 
Biegungs- 
einfluB _| I |0,490| 0,819 | 1,054 | 1,237} 1,388] 1,686] 1,916} 2,108 
v2 = HY | Ta | 1,863| 2,971 | 3,735 | 4,326 | 4,815 | 5,778) 6,526] 7,148 
sacgensal IIb | 2,753 | 5,648 | 6,141 | 7,261 | 8,190 |10,017|11,431/12,602 
i ahs ean G3 Beal 7) 0 0 0 0 0 0 0 


mit Benutzung des beim Verfahren (a) benutzten Ansatzes (23) fiir : (e) folgt hieraus 


ER h? Eh 
os =— C 6G, =— = EO ; 36 
G1 24/3 (1— 2) "a ie : Nise (36) 
worin die Zahlenwerte g,, g, bestimmt sind durch 
Be ay ty 
=m (1+@)—2—4 (1—w)— 20 +) Ing, 
$= % (1 +p) ( Fi 


J2 = % (1 +y)—2u + (sw) — 201 + 4) In @. 


h 
‘Die von diesen Biegungsmomenten in den Randfasern sary aeeneten Biegungs- 


6G, 6G, 
epaniangen berechnen sich aus ee bzw. 3” Zu 


ai a: zi baw. + eo + Yes 


\ 


Zahlontatel 3. Die. Spannungswerte Sipe Yor Ty 
(Gl. 38, 40—44 : 


Belastungskennzahl 0* 


DA ee 


O91 


4/3 (1— p?) ” 
Desay sind. Da am Innenrand im Falle I wegen ® (9;) = 0 der Zusammenhang ~ 
= uG,' besteht, so gilt auch y.’ = wy,’ 

” Bir die von der Membranwirkung herriihrenden Spannkrafte T,, T. liefern die 

1, (14) und (15) in Verbindung mit (24) 


O92 


oer: 


4 V3 (1— 4) 


_ Lochverhaltniszahl , me wees 
04 = 0,8 Bie pate ae 20) 2505 |. 186) 50 70 100. 
I | 0,036] 0,111 | 0,276 | 0,354 | 0,429 | 0,705 | 0,952 | 1,284 
Ila | 0,117 | 0,240 | 0,441 | 0,528 | 0,612 | 0,903 | 1,161 | 1,503 
y Ty IIb | 0,114 | 0,234 | 0,432 | 0,519 | 0,600 | 0,891 | 1,143 | 1,482 
: III | 0,210 | 0,333 | 0,530 | 0,613 | 0,693 | 0,973 | 1,220 | 1,547 
tae Membran- = 
é influB 
- nes | 1 | 0,012 | 0,037 | 0,092 | 0,118 | 0,143 | 0,235 | 0,317 | 0,428 
aS tangential | Ila | 0,039 | 0,080 | 0,147 | 0,176 | 0,204 | 0,301 | 0,387 | 0,501 
= ae T° = wt,%| ILb | 0,038 | 0,078 | 0,144 | 0,173 | 0,200 | 0,297 | 0,381 | 0,494 
| III | 0,063 | 0,100 | 0,159 | 0,184 | 0,208 | 0,292 | 0,366 | 0,464 
hoe gleich Null fir alle vier Falle~ 
1 
ee I | 0,167 | 0,293 | 0,460 | 0,522 | 0,575 | 0,737 | 0,856 | 0,994 
Sean tangential | Ila | 0,243 | 0,346 | 0,470 | 0,515 | 0,553 | 0,673 | 0,763 | 0,868 
yo" ILb | 0,225 | 0,322 | 0,438 | 0,480 | 0,516 | 0,629 | 0,713 | 0,811 
se HE 40 910 Oe 0 ees ee oC 
I | 0,065 | 0,200 | 0,494 | 0,635 | 0,770 | 1,266 | 1,707 | 2,303 
radial Ila | 0,254 | 0,516 | 0,949 | 1,139 | 1,316] 1,949 | 2,502 | 3,241 
=! | IIb | 0,255 | 0,522 | 0,964 | 1,157 | 1,339: 1,986 | 2,551 3,306 
: III | 0,479 | 0,760 | 1,206 | 1,400 | 1,581 | 2,222 | 2,781 | 3,527 
Membran- : 
einfluB : ; 
I | 0,022 0,067 | 0,165 | 0,212 | 0,257 | 0,422 | 0,569 | 0,768 
tangential | Ila | 0,085 | 0,172 | 0,316 | 0,380 | 0,439 | 0,650 | 0,834 | 1,080 
tT = wt,* | Ib | 0,085 | 0,174 | 0,321 | 0,386 | 0,446 | 0,662 | 0,850 | 1,102 
Tanck: III | 0,144 | 0,228 | 0,362 | 0,420 | 0,474 | 0,667 | 0,834 | 1,058 
rand : : 
9 
ee fae I | 1,036] 1,814 | 2,852 | 3,233 3,562 4,567] 5,304 6,160 
eb gleich Null fiir die Falle Ila, Ilb und III 
Biegungs- 2 
einfluB | |__| 0,345 | 0,605 | 0,951 | 1,078 | 1,187 | 1,522 | 1,768 | 2,053 
eA IIa | 1,036 | 1,477 | 2,002 | 2,194 | 2,359 | 2,870 | 3,252 | 3,701 
oo IIb | 1,122 | 1,605 | 2,181 | 2,391 | 2,572 | 3,131 | 3,549 | 4,041 
ver III |0 0 0 0 Or WO 0 i) 


worin die von der Belastungszahl #* und von oe; abhangigen Zahlenwerte y, und y, durch 


(38) 


a 


(39) 


fol 
a ae se 


SS el 


oe 4 ee eT eee eee 


Pee ee ee a ee 


4. 1 nungs rerte Yu Yh re aby den AuSen- und Innenrand 
* Oke ie ae. on on eae — (G1. 38, 40—44), § 
Lochverhialtniszahl Belastungskennzahl 0* 


2; = 0,5 | Fall 
fe —_ . 10 | 25 | 50 | 70 | 100 | 150 | 200 | 250 
a 
“ : I | 0,042 | 0,195 | 0,486 | 0,705 | 1,011] 1,473 | 1,890 | 2,274 
radial | Ela | 0,264 | 0,552 | 0,924] 1,179 | 1,518 | 2,016 | 2,460 | 2,868 
1," IIb | 0,264 | 0,552 | 0,924 | 1,176] 1,515 | 2,013 | 2,457 | 2,865 
erat III | 0,336 | 0,620 | 0,983 | 1,230 | 1,560 | 2,048 | 2,477 | 2,876 
Membran- ‘ 
einflu8 
I | 0,014 | 0,065 | 0,162 | 0,235 | 0,837 | 0,491 | 0,630 | 0,758 
tangential | Ila | 0,088 | 0,184 | 0,308 | 0,393 | 0,506 | 0,672 | 0,820 | 0,956 
ae es T," = wt" | ILb | 0,088 | 0,184 | 0,308 | 0,392 | 0,505 | 0,671 | 0,819 | 0,955 
AA . III | 0,101 | 0,186 | 0,295 | 0,369 | 0,468 | 0,614 | 0,743 | 0,863 
| radial , 
: at gleich Null fir alle vier Faille 
oe I | 0,185 | 0,397 | 0,625 | 0,753 | 0,902 | 1,088 | 1,232 | 1,352 
, tangential | Ila | 0,347 | 0,503 | 0,650 | 0,734 | 0,833 | 0,960 | 1,061 | 1,146 
ys" IIb | 0,342 | 0,495 | 0,641 | 0,723 | 0,821 | 0,946 | 1,045 1,129 
Ill |0 0 0 0 0 2 0 0 
| 
! 1 
I | 0,063 | 0,288 | 0,714 | 1,037 | 1,487 | 2,163 | 2,775 | 3,341 
radial Ila | 0,418 | 0,874) 1,464 | 1,866 | 2,404| 3,192 | 3,895 | 4,542 
zr! IIb | 0,418 | 0,875 | 1,466 | 1,869 | 2,407 | 3,196 | 3,901 | 4,549 
III | 0,542 | 0,998 | 1,584 | 1,982 | 2,514 | 3,295 | 3,990 | 4,631 
‘ Membran- | 
s | einflu8 
| LI 10,021 | 0,096 | 0,238 | 0,346 | 0,496 | 0,721 | 0,925 | 1,113 
tangential | Ila | 0,139 | 0,291 | 0,488 | 0,622 | 0,801 | 1,064 | 1,298 | 1,514 
, Ty! = w7,' | Ib | 0,139 | 0,291 | 0,488 | 0,623 | 0,802 | 1,065 | 1,300 | 1,516 
Tavern. | III | 0,163 | 0,299 | 0,475 | 0,595 | 0,754 | 0,989 | 1,197 | 1,389 
rand —— eve 
| fae I | 1,212) 2,599 | 4,093 | 4,934 | 5,907 | 7,126 | 8,071 | 8,856 
= radial 
vr gleich Null fir die Falle Ila, IIb und III 
PerEN OS. 
einfluB a ,| 1 | 0,404 | 0,866 | 1,364 | 1,645 | 1,969 | 2,375 | 2,690 | 2,952 
Phe eg Ila | 0,848 | 1,227 | 1,588 | 1,792 | 2,034 | 2,344 | 2,589 | 2,796 
Sie 1a! | IIb | 0,862 | 1,247 | 1,615 | 1,823 | 2,068 | 2,384 | 2,633 | 2,844 
Y2 Ill 1/0 0 0 LO 0 0 0 0 


\ 


wobei die Zahlenwerte 1,, t, durch 


amok ee ee 
"3 = Gg. e? Te yaks, do (40) 
bestimmt sind. Fiir die beiden Rander gelten wegen & =>, (T. — Ti) = 0 


die Zusammenhange 7," = 7," und t,! = mw ty’. 
Legt man der Berechnung der oben erklarten Spannungsbeiwerte die beim Ver- 


fahren b beniitzten Ansatze (29) und (31) zugrunde, so ergeben sich die einfachen 


ee 74. 0: Vor= We ara fiir die Biegungswirkung, . 
™1= Bu pp ty + A fiir die Membranwirkung, 


go daB fir den AuSenrand (@ = 1) die Sonderwerte 


Ingenieur-Archiv I, 1-2. 3 


Zahlentafel 5. Die Spannungswerte Vis Vo Ty ty 10 : 
(GI. 38, 40—44). 


~ gelten. 


Lochverhiiltniszahl ae Belastungskennzahl $* 
te = BE 100 | 200 | 300 | 350 | 500 | 750 | 1000 
I | 0,434 | 1,133 | 1,811 | 2,133 | 3,042 | 4,407 | 5,643 - 
radial Ila | 1,534 | 2,475 | 3,265 | 3,627 | 4,617 | 6,072 | 7,371 
1" IIb | 1,533 | 2,475 | 3,264 | 3,624 | 4,617 | 6,072 | 7,371 
| III | 1,561 | 2,478 | 3,247 | 3,602 | 4,567 | 5,983 | 7,247 
Membran- : - = 
eit I {0,145 | 0,378 | 0,604 | 0,711 | 1,014 | 1,469 | 1,881 | 
| tangential -| Ila | 0,511 | 0,825 | 1,088 | 1,209 | 1,539 | 2,024 | 2,457 
cer 12° = wt") IIb | 0,511 | 0,825 | 1,088 | 1,208 | 1,539 | 2,024 2,457 
ore III | 0,468 | 0,743 | 0,974 | 1,080 | 1,370 | 1,795 | 2,174 
rand . \ 
es gleich Null far alle vier Palle 
1 
raceeea I | 0,594| 0,960 | 1,213 | 1,317 | 1,572 | 1,893 | 2,141 
ere tangential | Ila | 0,827] 1,051 | 1,207 | 1,272 | 1,436 | 1,646 | 1,814 
yy" IIb | 0,826 | 1,049 | 1,205 | 1,269 | 1,433 | 1,643 | 1,810 
III |0 0 0 Or FO tO 10 
[ | 538 1,403 | 2,242 | 2,642 | 3,768 | 5,457 | 6,985 
radial Ila | 1,945 | 3,139 | 4,141 | 4,598 | 5,856 | 7,702 | 9,349 
1 ‘IIb | 1,945 | 3,139 | 4,141 | 4,599 | 5,857 | 7,702 | 9,349 
. | IIL | 1,998 | 3,171 | 4,155 | 4,606 | 5,842 | 7,656 | 9,273 
Membran- : 
einflu8 
. I | 0,179 | 0,468 | 0,747 | 0,880 | 1,256 | 1,819 | 2,328 
tangential | Ila | 0,648 | 1,046 | 1,380 | 1,533 | 1,952 | 2,567 | 3,116 
Ti = wt,’ | Ib | 0,648 | 1,046 | 1,380 | 1,533 | 1,952 | 2,567 | 3,116 
‘ Imnen- ; | TIE | 0,599 | 0,951 | 1,246 | 1,382 | 1,753 | 2,297 shi | 
rand pelt rd 
I | 5,379 | 8,688 |10,983/11,921|14,236 17,134|19, 383 
radial 
Vee eae gleich Null fir die Falle Ila, IIb und III ; 
DiC GUNES 5 ee ; - 5 Sea 
einfluB ;_..; | 1 [1,793 | 2,896 | 3,661 | 3,973 | 4,745 | 5,711 | 6,461 
Mean IIa | 1,325 | 1,684 | 1,934 | 2,038 | 2,300 | 2,637 | 2,905 |. 
gen IIb | 1,328] 1,687 | 1,938 | 2,042 | 2,305 | 2,643 | 2,912 
ci ete III |0. 0 0 0 0 0 0 
B 
tt OS ea 
B? ? 1 ay) 
t%° = “48° tT)? = 3 Ty"; 
fiir den Innenrand (o = 0;) die Sonderwerte : 
; B 
ees 0, a, es 
V1 V2 6023” ‘i (42) 
a Bi? Ma 1 - 
tT! = ee, 


In den Zahlentafeln 2 bis 5 sind die mit «4 = 1/3 gerechneten Sonderwerte von 7,, 
Ye 71, T, fiir den AuBen- und Innenrand der Ringplatte in ihrer Abhangigkeit von 0* 


und g, entsprechend den Lagerungsfallen I und II iibersichtlich zusammengestellt, — 


ee ee ee eee Te 


po UR wn 


: 
4 


» ee Re 


Rf 


influ8 der Biegung und der Membranwirkung auf die Spannungen 


einer Ringplatte mit groBer Ausbiegung zahlenmaBig festgestellt ist. 

__Die in den Zahlentafeln bei Fall IL beriicksichtigte Unterteilung in Ifa und IIb 
bezieht sich auf die fiir die Berechnung verwendeten Verfahren a und b. Der Vergleich 
der einander entsprechenden Werte dieser beiden Fille zeigt, da8 mit den einfachen, 
nach dem Verfahren b gewonnenen Formeln die Spannungen im Bereiche 0; 5 0,3 
sehr gut angenahert werden; fiir 9; < 0,3 miissen hingegen die umstindlicheren 
Formeln fiir den Fall Ila benutzt werden. 

Nach der Membrantheorie von Schwerin ergeben sich radiale und tangentiale 


Membranspannungen o, und o,, fiir die mit den hier verwendeten Bezeichnungen 
die Formeln 


3,———__,,; 3 
bis he _ O* y 5a o* 
SOT. BG, \/ 13824(1— pap? Ot as re a.) 13824 (1— 2)? 


gelten, so dafi demnach | 


3 

reac re, (ae (43) 
Sie 

oe ae sae (44) 

und y,; = yg = 0 zu setzen ist. 

Die fiir die Annahme yu = 0,3 giiltigen Beiwerte o, und o, kénnen aus der Arbeit 
Schwerins unmittelbar entnommen und hiermit die ihnen nach den vorstehenden 
Gleichungen entsprechenden Membranwerte 7t,, t, berechnet werden; sie sind in den 
Zahlentafeln 2 bis 5 unter Fall III zu Vergleichszwecken mit aufgenommen. 

ie Angaben dieser Zahlentafeln lassen klar erkennen, da8 der Einflu8 der Biegung 
auf die Spannungen einer diinnen, nur am Innenrande belasteten Ringplatte ein so 
betrachtlicher ist, da8 die iibliche Berechnung einer solchen diinnen Ringplatte mit 
groBer Ausbiegung als reine Ringmembran nicht nur beziiglich der Formanderung, 
sondern auch hinsichtlich der Beanspruchung ein ganz unrichtiges Bild gibt; nur 
im Bereiche groSer Lochverhaltniszahlen (0; S 0,7) ist wenigstens die Formanderung 
durch die Ringmembrantheorie zutreffend dargestellt. . 


Literatur: 
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Z. Math. Phys. 63, 311 (1915). — * H. Hencky: Z. angew. Math. Mech. 1, 81, 423 (1921). — 
7 E. Schwerin: Z. techn. Physik 10, 651 (1929). 
(Bingegangen am 18. Februar 1946.) 
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groBer Ausbiegung. — 


Uber den plastischen Kérper von Prandtl. 
Zur Theorie der Mohrschen Grenzkurve. 
Von ©. Torre, Wien. += 
Mit 12 Textabbildungen. 


Zuerst wird die mathematische- Theorie der Mohrschen Hillkurve 


entwickelt. Aus den versuchsmapig gewonnenen Hiillkurven werden die 


 Higenschaften der FlieBbedingungen abgeleitet wnd mit einigen bekannten 
FlieBhypothesen verglichen. Da die Mohrsche Theorie mit Hillparabel 


von Leon die meisten Forderungen erfillt, wird nach dieser FlieBbedingung 
das Rohr auf Innendruck und die Festigkeit von Schneiden untersucht. — 


Dabei wird gezeigt, dag die Mohrsche Theorie mit Hiillparabel die kon- 
vergierenden, wihrend die Mohrsche Theorie mit Hiillgeraden die diver- 
gierenden Ergebnisse mit wachsendem Verhdltnis der Druckfestigkeit zur 
Zugfestigkeit liefert. 5 


I. Einleitung. — 


Nach B. de St. Venant und M. Lévy soll die gré8te Schubspannung bei der 
Uberschreitung der Elastizitatsgrenze einen konstanten Wert haben. Der unter 
dieser Bedingung behandelte plastische Koérper wird von Prandtl! der ,,spezielle 
plastische Korper‘‘ genannt. Diese FlieBbedingung ist in der Theorie von Mohr? 
als Sonderfall enthalten. Fiir die Flie8bedingung hat Mohr? naherungsweise eine 
geradlinige: Beziehung zwischen der gré8ten Hauptnormalspannung o, und,» der 


kleinsten Hauptnormalspannung o; aufgestellt. Diese Naherung hat zuerst Prandtl! 


fiir die Berechnung des plastisch verformten K6érpers verwendet. Diese allge- 
meinere Fassung des Begriffes des plastischen Kérpers ist in der Literatur? unter 
der Bezeichnung des ,,plastischen Korpers von Prandtl“ bekannt.. Prandtl’ hat 
auch erwihnt, daB die FlieBbedingung bei der Berechnung des plastischen Korpers 
nicht nur eine lineare Beziehung zwischen o, und o3, sondern auch von allgemeinerer 
Art sein kann. Ftir das Problem der Harte plastischer Korper gibt Prandtl die An- 
leitung, wie man den plastischen Koérper nach der Mohrschen Theorie mit einer 
gekriimmten Hillkurve behandeln kann. 

In einer anderen Arbeit* wurde die Hohlkugel unter hydrostatischem AuSendruck 
im bildsamen Zustand untersucht, wobei nur die bezogene AuBenbelastung p be- 
rechnet wurde, bei der die ganze Hohlkugel in den plastischen Zustand tibergeht. 
Nach der Hauptschubspannungstheorie, d. h. ftire = o,/¢, = 1, hat diese Untersuchung 
schon Reuf* durchgefiihrt; hier bezeichnen wir nach Leon® mit c das Verhaltnis 
zwischen der Quetschgrenze o, (FlieBspannung bei Druckversuch) und der Streck- 
grenze o, (FlieBspannung bei Zugversuch). In .genannter Arbeit* wurde noch diese 
Belastung p der Hohlkugel aus der Hiillgeraden (¢ > 1) berechnet. Der Spannungs- 
kreis, der dem Spannungszustand an der AuBenfliche der Hohlkugel entspricht, liegt 
weit drauBen im Druckbereich des Mohrschen Koordinatensystems (o, t), wahrend 
Mohr’ die Giiltigkeit seiner Hiillgeraden nur in verhiltnismaBig engen Grenzen 
zwischen den Spannungskreisen fiir o, und o, vorgesehen hat. Au erhalb dieser 
Grenzen bekommt man bei spréden Werkstoffen (¢ > 1) rechnungsméBige Spannungen 
im plastischen Kérper, die sich betrachtlich vom wirklichen Zustand unterscheiden. 
Um diese Unstimmigkeiten zu -vermeiden, hat sich der Verfasser* nicht streng an 
den Vorschlag von Mohr? gehalten,-sondern angenommen, daf die Hiillgerade nur 
den Spannungskreis o, tangieren soll, wihrend der Spannungskreis o, durch die Hiill- 
gerade geschnitten wird. Die Neigung der Hiillgeraden soll damit nach der GréfBe 


* Diese andere Arbeit enthialt eine theoretische Untersuchung iiber den Zusammenhang 
zwischen PreSdruck und Porositaét von Pulvern; sie wird in Kiirze erscheinen. 
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Theorie der Mohrschen Grenzkurve. 
a weschitat werden. Zusammenfassend kann man sagen, daB 
erechnung des plastischen Korpers nach der Hiillgeraden von 


die ,,plastische Harte“ o, von Prandtl. ae 
Im folgenden soll daher die Berechnung des plastischen Kérpers nach einer Flie8- 
bedingung durchgefiihrt werden, die der Mohrschen Theorie mit gekriimmter Hiill- 
kurve am besten entspricht. Es wird die mathematische Theorie der Mohrschen 
Hillkurve bei gegebener Flie8bedingung aufgestellt und auch die Gleichungen fiir re 
die Hauptnormalspannungen o, und o; an der FlieBgrenze bei gegebener Mohrscher Te 
Hillkurve abgeleitet. Die Besprechung dieser Gleichung ergibt an Hand der bekannten * 
physikalischen Ergebnisse der Hiillkurve die gesuchten Eigenschaften fiir die FlieB- aa 
bedingung. Ferner werden die Versuchsergebnisse von Karmén® mit Marmor unter- a 
sucht. Sowohl die theoretischen als auch die Versuchsergebnisse werden im Koordinaten- 
system der Hauptnormalspannungen o, und o,; nach Haigh’ und Hencky’ dargestellt. 
Eine in der mathematischen Form angegebene FlieBbedingung, die auch die mittlere 
Hauptnormalspannung o, enthalt, 1a8t sich im Koordinatensystem (o, t) von Mohr? 
darstellen, wenn o, als Funktion von o, oder o; bekannt ist. So kann die Bedingung ae 
fir die Proportionalitatsgrenze fiir Marmor von Schleicher® im Koordinatensystem = ~~ 
“(o, t) dargestellt werden, da dort o, = o, ist. Von bekannten Flie8theorien wird die ae 
Hauptschubspannungstheorie, die Mohrsche Theorie mit Hiillgerade, die Gestalt- . 
anderungstheorie (so wird im ,,Stahlbaukalender“ 1943, S. 43, die Theorie der unver- ex 
anderlichen Gestaltanderungsarbeit genannt) und die Mohrsche Theorie mit Hiill- Z 


parabel von Leon® besprochen. Die Berechnung der Mohrschen Hiillkurve nach der =a 
Gestaltanderungstheorie hat schon Bijlaard? durchgefihrt. Er hat mit dem ebenen a 
Spannungszustand (o, = 0) gerechnet, wobei nach der Gestaltanderungstheorie o, nicht oe: = 
immer die mittlere Spannung bedeutet (co, > co, > 0,3). Der ebene Verzerrungszustand oe 
(€2 = 0) ergibt in diesem Falle nicht bessere Ergebnisse, wie sich noch zeigen wird. per 
Da die Berechnung des plastischen Kérpers nach der Gestaltaénderungstheorie eine Me Sx 


Unstetigkeit des Spannungsverlaufes ergibt und da diese Theorie keine Méglichkeit 
zur Beriicksichtigung verschiedener c-Werte gibt, ist sie fiir'die Berechnung des 
plastischen K6rpers nicht besonders geeignet. 

Bei der Berechnung einer umlaufenden Scheibe hat Hencky® die Gestaltanderungs- 
theorie durch eine lineare Beziehung ersetzt, was an und fiir sich der Mohrschen Theorie 
mit Hiillgeraden entspricht. Hencky® hat seine Untersuchungen auf den Wert 
a= .6,/6, =1/(2 — /3) =rd. 3,73 begrenzt, aber seine Gleichungen gelten auch 
allgemein, Aus cos2« = (1—~x)/(1+%)=1 /V3 la8t sich der Gleitwinkel 
2 ~ = 54°44’ berechnen, wobei x = 2—/3. Die Drillspannung betragt: tp = 


o Gea + VS Moet a a a 
is ate + cos 2 «) = ara —3 3 damit ist tp um —3 - 1,3661 oder um rd. co 
37%, gréBer als rach der Gestaltainderungstheorie (tp = ,///3). Die Spannungs- ee 


kreise, die sich aus den Spannungszustinden der umlaufenden Scheibe in der Mohr- a 
schen Darstellung zeichnen lassen, sind nach der Naherung von Hencky® in guter ; oa 
Ubereinstimmung mit denjenigen der Gestaltainderungstheorie. Fiir einen Werk- 
stoff wie beim (weichen) Stahl, wo angenahert c = 1 ist, bleibt zu erwagen, ob 
diese Naherung Vorteile im Vergleich mit der Hauptschubspannungstheorie besitzt. 
Es zeigt sich, daB die Mohrsche Theorie mit Hiillparabel von Leon’? eine Flief-. 
bedingung ergibt, die weitgehend alle theoretischen Erfordernisse erfillt. Mit dieser 
Flie8bedingung von Leon® wird das Rohr auf Innendruck und das Problem der 
Harte plastischer Korper von Prandtl] behandelt. 


peli ceiy 


¥ + Po, 
4 = are 


Das Rohr wird untersucht, weil 8 fiir die technische Praxis r ist als die oS: 


Hohlkugel,* wahrend die Lésungsverfahren und die Ergebnisse sehr Abnlich sind. 


Das plastisch verformte Rohr hat schon B. de St. Venant behandelt. Domke" 


hat als erster das elastisch-plastisch verformte Rohr untersucht. Karman” machte 
darauf aufmerksam, da8 die Tangentialspannungen an der Ubergangsstelle vom 
elastischen zum plastischen Bereich unstetig sind. Nadai® hat das Rohr nach der 
Gestaltinderungstheorie unter Zugrundelegung eines ebenen Verzerrungszustandes 
berechnet; an anderer Stelle gibt NAdai™ auch die Loésung nach der Hauptschub- 
spannungstheorie. Eine Berechnung des Rohres auf Innen- bzw. Aufendruck nach 
der Hiillgeraden von Mohr? ist im Handbuch der Physik? enthalten, wobei die Er- 


-‘gebnisse einer unveroffentlichten Arbeit von W. Hartmann fiir die erdartigen Massen 


mitgeteilt werden. Falls man in den Gleichungen fiir die Radial- und Tangential- 
spannungen der umlaufenden Scheibe von Hencky® die Winkelgeschwindigkeit 
® =0 annimmt, bekommt man die Gleichungen, die nach leichtem Anpassen fiir 
das Rohr oder fiir die Hohlkugel auf Innen- oder AufSendruck gelten. 

Als zweites Beispiel wird das Problem der plastischen Harte von Prandtl’ nach 
der Flie8bedingung von Leon$ untersucht. Dabei werden die gleichen Voraussetzungen 
gemacht wie bei Prandtl, die hier als bekannt vorausgesetzt werden. Der Sonder- 
fall c = co lat sich in der Erddrucktheorie nicht verwenden, da eine betrachtliche 
Druckfestigkeit o, iibrigbleibt und da die Hiillparabel zur Behandlung verschiedener 
Reibungswinkel nicht geeignet ist. 

Es wird vorausgesetzt, da die mittlere Hauptnormalspannung o, (0, > 62 > 63) 
nach Mohr? keinen Hinflu8 auf den FlieBzustand austiben soll. Die plastischen Ver- 
schiebungen sollen unendlich klein sein; das Material sei homogen und isotrop. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Professor Dr. Tonio Rella fiir seine 
wertvollen Anregungen zum mathematischen Teil dieser Arbeit meinen besten Dank 
auszusprechen.** 

II. Die Theorie der Mohrsehen Hiillkurve. 


Es wird angenommen, daB die FlieBbedingung in der Form 
0, = 0; (93) (1) 
angegeben ist. In Abb. 1 ist Gl. (1) im Koordinatensystem (¢,, o3) dargestellt. Da 
o, >; sein soll, ist der schraffierte Teil in Abb. 1 ungiiltig, da dort o, < o; gilt.18 In 
der Mohrschen Darstellung 


Gr a; gig! : Pe : f Te tee ®) 

; 4G44N ergibt sich fiir den durch Gl. (1) ausgedriickten 

FV NI Zusammenhang die Hiillkurve in Abb. 2. Bekannt- 

NN ,, lich ist Gl. (2) die Hillkurve aller Spannungs- 

Aw SS" kreise, die den Hauptnormalspannungen o, und o; 
pear KE RAG entsprechen. Zur Berechnung der Koordinaten 9 ~ 

ites N 1,54 und t des beliebigen Punktes C in Abb. 2 bei ge- 

je N js iN gebenen Koordinaten o, und og des entsprechen- 

\\ den Punktes C in Abb. 1 mu8 man in der Gleichung 

Abb. 1. eines Kreises aus Abb. 2 

o*? — o (o,_+ 63) + oy o, + 7? = 90, (3) 

auf welchem der Punkt C liegt, die Spannung o, als Parameter betrachten. Um die 

Hiillkurve aller Kreise zu ermitteln, differenzieren wir Gl. (3) nach o,. Es ergibt sich 


dann die Normalspannung in der Gleitebene 


** Herr Professor Dr. Tonio Rella ist als Opfer des Artilleriebeschusses am 8. April 1945 


in Wien gestorben. Er wird in unserem Gediichtnis als hervorragender Lehrer und Forscher 
weiterleben. 
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en Grenzkurve. — 


Raf (4a) 


ia 


7 at - 


- wobei nach Gl. (sa,' = do,/do,; bedeutet. Aus Gl. (4a) und (3) folgt die Schub- : 


spannung in der Gleitebene 


en epee ae 
; 4 Gl. (4a) und (4b) ergeben die Mohrsche Hiillkurve in Parameterdarstellung. Da bs = 
die Schubspannung t eine reelle Gré8e ist, so muB in Gl. (4b) o,/ = 0 sein. Damit Tie 
- wird die Funktion Gl. (1) sehr eingeschrankt. sa 
3 ’ iy By) 
a 
a 
Abb. 2. Sa 
Es wird weiter der Gleitwinkel « berechnet. Mit den Beziehungen 6 = do/do, att : 
und 7 = dr/do, folgt aus Gl. (4a) und (4b) (fiir 7 > 0) 1 oe 
: 1 , ou TIX - , oe 
ieee a SL) r= 25) 0," Pe 8) ee! 
np She eo ae fet (een vei 
| bie 2(1 + 0, Vo,’ {2 (1 + 04’) 0; (0, — 95) PL }. (5b) ae 
Da t’ = dt/do = t/o ist, folgt aus Gl. (5a) und (5b) . ee ‘ 
; , "2 Tees 
PS igs ek OF a P 
T= Rayer (6) Bee 


Aus Gl. (6) sieht man, da8 +’ nur von o,’ und nicht etwa von o,"’ abhangig ist, d. h. 
daB die Linienelemente o,, o, und o,’ der Flie8bedingung in die Linienelemente o, + a 
und t’ der Hiillkurve iibergehen. Es liegt eine Bertthrungstransformation vor. Be 


Aus der Tangente im Punkt C (Abb. 2) ergibt sich die Be- a 
ziehung zwischen t’ und dem Gleitwinkel a 

, Tu Sei ee rs 

z =tg(F +24) = ae e (7a) 7 

Aus Gl. (6) und (7a) bekommt man die gesuchte Funktion rae 
fiir die Berechnung des Gleitwinkels <a 
tg Dos MEN oder tga =Jo,’. (7) : “ 

or | 

Da aus Abb. 1 o,’ = tg 6 = tg? « folgt, so stellt Gl. (7) die Verbindung zwischen den Be 
beiden Winkeln « und 6 dar. Der Kriimmungshalbmesser der Hiillkurve ist a 
0,— 9. 1 + a,’ , a 

R i A 9 3 qe a 4 ; O71 C (8) aa - 

My 


Die umgekehrte Aufgabe ergibt sich, wenn man aus der gegebenen Hiillkurve 
die Flie8bedingung sucht. Fiir einen gegebenen Punkt C in Abb. 3 hat die Subnormale 
der Hiillkurve die GréBe (— 11’). Hs ist leicht zu sehen, daB 7? = (o — a3) (¢, — 0) 


und o = Me oe be Og ite ie Dare 


Es sollen nun unsere Gleichungen an Hand der bekannten Versuchsergebnisse 
der Hiillkurve besprochen werden. In Abb. 1 und 2 interessieren uns die Punkte A 


und B, in Abb. 2 noch die eee coe tp =OF und die Scherspannune tg = OG, 
die an der FlieBgrenze liegen. 

Im Punkt A (Abb. 2), d. h. im Scheitel der Hiillkurve, wird nach Leon®.35 ein 
stetiger Verlauf mit der stetigen ersten Ableitung gefordert. Da dort die Schub- 
spannung t = 0 ist, so folgt aus Gl. (4b) entweder o,’ = 0 oder o, = 03. Die erste 
Bedingung: o,/ = 0 liefert aus Gl. (4a) o =0,, d.h. daB die Normalspannung der 
Gleitebene mit der Hauptnormalspannung zusammenfallt. Die FlieBbedingung Gl. (1) 
in der Darstellungsform von Abb. 1 erreicht dabei ein Maximum. Mit diesen Werten 
ergibt sich der kleinste Kriimmungshalbmesser der Hiillkurve aus Gl. (8) 


max o, — Max 63 (a 0) 


perinvey  B 5 


In Abb. 2 ist angenommen, da’ vom Punkt B an die Hauptschubspannungstheorie 
gilt, d. h. daB die Hiillinie parallel zur o-Achse verlauft. Fiir diesen Bereich betragt 
der Gleitwinkel « = 2/4 (Abb. 2) und dementsprechend 6 = z/4 (Abb. 1). Damit 
ergibt sich aus Gl. (7) o,/ = + 1. Bei spréden Werkstoffen konnte dieser Punkt B 


nicht erreicht werden. Nach Ansicht Karmans® liegt dieser Punkt im Unendlichen : 
bei endlich gro8er kritischer Hauptschubspannung. Nach der Hiillparabel von Leon? — 


ergibt sich hingegen eine unendlich grofe kritische Schubspannung. 

Aus den versuchsmafig ermittelten Hiillinien folgt, daB nur derjenige Teil 
der FlieBbedingung o, = a, (a3) gilt, dessen Tangenten zwischen den Ab- 
leitungen o,’ = + 1 und o,’ = 0 verlaufen, wobei o, > o; aufrechterhalten 
bleiben muf&. : 

Die Strecke OF in Abb. 2 ergibt die Drillspannung an der FlieBgrenze tp = o, = 
= — 03; der entsprechende Punkt F in Abb. 1 ist graphisch leicht zu ermitteln- 
Mit dem Wert o, = —o; folgt aus Gl. (7) sin2 « = 2 Vo,'/(1 + o,') und cos2 « = 
= (1 —a,')/(1 + o,'); damit ergeben sich aus Gl. (4a) und (4b) die Spannungen in 
der Gleitebene zu o = 0, cos 2 xp und t = + 0, sin 2 ap; mit ap ist der Gleitwinkel 
nach dem Drillversuch bezeichnet (Abb. 2). 


Die Strecke OG in Abb. 2 ergibt die Scherspannung tg an der FlieBgrenze. 


Diese Spannung erhalt man durch die Nullsetzung der Normalspannung o in der_ 


Gleitebene. Dann ergibt sich aus Gl. (4a) 0,’ = — o,/o3; der entsprechende Punkt @ 
ist in Abb. 1 eingetragen. Aus Gl. (4b) bekommt man tg = + /—o,0,. Eine 
graphische Konstruktion der Hauptnormalspannungen o, und o3, die in der Gleit- 
ebene die Scherspannung tg erzeugen, ergibt sich aus Abb. 2, wenn man die Richtung 
der Tangente im Punkt G kennt. Die Normale im Punkt @ ergibt im Schnittpunkt 
mit der o-Achse die Lage des Kreismittelpunktes und den Halbmesser des Spannungs- 
kreises und damit auch die Spannungen o, und o3. Rechnerisch erhalt man o, und og 
aus Gl. (9a) und (9b) mit o = 0, t = tg sowie (t’)r=1,; diese GréBen sind von 


-Leon* fiir die Hiillparabel abgeleitet (s. auch H. Bay!*). Normalerweise wird die 


Scherfestigkeit versuchsmaBig durch einfaches Abscheren erhalten (s. z. B. 1). 


Bei der Hauptschubspannungstheorie sind Drill- und Scherspannung an der FlieB- 


grenze gleich gro8; dementsprechend kommt man auch zu gleichem Gleitwinkel und _ 
zu gleicher Gleitflaiche. 


03 =o +t ae + (rv. 5 ee ere (9a) 


Oy =O At Vee ee a (9b) a 
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: aoa Gove. 
nun, ie Stre ckgrenze o, und die Quetschgrenze o, sind in 
, liert net, wobei mit «, der Gleitwinkel beim einachsigen Druck- 
versuch bezeichnet ist. Die hier vorkommenden Grenzspannungen entsprechen. den 
Punkten. # und D in Abb. 1 und 2. 
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II. Die Transformation einiger Grenzbedingungen. 


_ Die Beriihrungstransformationen verschiedener Grenzbedingungen werden wir mit 
Anwendung der Gl. (4a), (4b), (7), (8), (9a) und (9b) durchfiihren. 

a) Fiir die Anwendung der Gleichungen auf Versuchsergebnisse seien die 
Versuche von Karman* mit Marmor herangezogen, und zwar diejenigen, die den- 
selben bleibenden Dehnungen von ¢ = 
= 0,25% entsprechen. Die verschiede- 
nen Beanspruchungen der Marmor- 
proben sind in Abb. 4 und in Zahlen- 
tafel 1 angegeben. Dabei sind die zahlen- 
maBigen Angaben fiir die Spannungen 
o, und o, aus dem Karmdanschen 
Schaubild abgelesen, da sich in der 
Originalarbeit keine diesbeziigliche Zah- 
lentafel vorfindet. 


In die Spalte o,’ = tg 6 der nach- 
stehenden Tafel wurde das arithmeti- & 
sche Mittel der beiden Neigungen an- Abb. 4.—" = 
gegeben, die in einem MeBpunkt in A 
Abb. 4 zusammentreffen. Die Punkte K, und K,, sind nur als Hilfspunkte fiir die 
Berechnung der Neigungen in AK, und K, gewahlt. Der Punkt K, ist so angenom- 


men, da c = 26 wird; dieser Wert ist in Hiitte I (S. 697, Tafel 19) als Durch- 


Zahlentafel 1. 


Nach Karman Gl. (4a), Gl. (4b) Gl. (7) 
= Ss | ae ox, = ted o ; z : oe o 
kg/em? : kg/em* 
I; — 1370 0 0,1834 — 212 + 496 0,4283 23en 
IE — 2940 — 516 0,4686 — 1289 + 1130 0,6845 34° 24’ 
aT — 4850 — 1678 0,6890 — 2972 + 1559 0,8301 39° 42’ 
LG — 5970 — 2540 0,8209 — 4086 + 1707 0,9061 42°14" 
K,;.| — 6830 — 3290 . 0,9361 — 5002 + 1769 0,9675 44° 03’ 


schnittswert fiir Steine angegeben. Der Punkt K,, ist so gewahlt, da die Neigung 
6, = 2/4 wird. Aus den Linienelementen oj, o; und o,’ sind die Spannungen o und t 


| in der Gleitebene aus Gl. (4a) und (4b) und der Gleitwinkel « aus Gl. (7) gerechnet. 


Mit den Angaben aus der Zahlentafel 1 lat sich leicht die Hiillkurve im Koordinaten- 
system (oc, 7) aufzeichnen. Die Punkte A, H, D und B aus Abb. 1 und 2 sind in 
Abb. 4 eingetragen. 

b) Hypothese der Energiegrenze der Elastizitét von Schleicher. 
Schleicher? hat die Gleichung fiir die Proportionalitatsgrenze aus Versuchen von 
Karman® mit Marmor aufgestellt. Sie wird in etwas genauerer Form geschrieben, 
da die verschiedenen Berechnungen mit ihr noch durchgefiihrt werden: 

o,2 + 0,2 + 032 — 0,93063 (0, 6, + 0203 + 63 0;) + 898,72537 (0, + o2 + 03) — 
| — 1172250,48648 = 0. (a) 


ees ‘ Pte fi 


Gl. (a) iL im P Reodinnens: tore ( Oy, 3) ein J ) Be users 
Versuchen von Karman® war ete thats oie ee “(b) : 


Gl. (b) stellt im Koordinatensystem (04, Oy, 63) eine Ebene dar, ooh Schnitt mit 
dem Rotationsellipsoid Gl. (a) eine Ellipse ergibt, die in Abb. 5 gezeichnet ist. Daneben 
sind die Versuche von Karmané® (s. Zahlentafel 4 von Schleicher®) aufgetragen. 
Die strichlierte Linie gleicht annahernd die Versuchspunkte von Karmané aus. Die 
Hypothese von Schleicher® nahert sich gut diesen Ergebnissen. Die Spannungen 
in den Punkten S, bis S, in Abb. 5 ong unmittelbar aus Gl. (a) und (b) gerechnet. 
In Zahlentafel 2 sind fiir diese 
Werte die Spannungen o und t in 
_ der Gleitebene und der Gleitwinkel « 
- angegeben. 

Die Punkte S,; und 8S, sind 
aus der Bedingung o,/ =0 und 

= + 1 nach Gl. (a) und (b) ge- 
rechnet. Nach Schleicher® gilt 
Gl. (a) in den Grenzen — 5000 < 
<p <— 1000, wobei mit p= 
= (0, + 62 + 43)/3 = (2 0, + 93)/3 
die mittlere Hauptnormalspannung 
bezeichnet ist. Aus Abb. 5 und 
durch das Zeichnen einer Hiill- 
kurve ergibt sich, daB Gl. (a) auch 


in den Grenzen — 6500 <p < 
Abb. 5. -G) <— 550 als giiltig betrachtet wer- 
den kann. 


Die Koordinaten des Mittelpunktes Z der Ellipse in Abb. 5 betragen o, = o; = 
= — 6478 kg/cm?. Die groBe Achse der Ellipse weicht von der Geraden um Ag = 
= 01° 04" ab. Damit schlieBt die groBe Achse der Ellipse mit der Richtung o, den 


Zahlentafel 2. 


Gl. (a) und Gl. (b) Gl. (7) Gl. (4a), Gl. (4b) 

S oO, On Do : o o | = 
o. 
kg/em? : i kg/cm? 

S, + 502 + 18 + 341 0 0 0 + 502 =e 0 
S,> 0 — 1622 =— 641 0,4869 0,6978 34° 54’ — 531 + 761 
S, — 500 | — 2540 — 1180 0,5958 0,7719 37° 40’ — 1262 + 987 
S, — 1000 | — 3331 — 1777 0,6660 0,8161 39> a3? — 1932 + 1142. 
S; — 2000 | — 4725 — 2908 0,7647 0,8745 41° 10’ — 3181 + 1350 
S, — 3000 — 5970 — 3990 0,8405 0,9168 42° 31° — 4356 + 1479 
S, — 3500 — 6553 — 4518 0,8747 0,9353 43° 05’ — 4924 + 1523 . 
She. — 5416 — 8601 — 6478 1 1 45° 00’ — 7009 + 1593 


Winkel » = 43° 56’ ein. Die grofBe Achse betragt a = 9779 kg/em* und die kleine 
b = 2245 kg/cm. Mit diesen Werten werden die Punkte S, und S, in Abb. 5 erhalten. 
Wiirde man mit den Angaben aus Zahlentafel 2 die Hullkuryes: nach Schleicher® 
und Karman® zeichnen, so ergiben sich nur kleine Unterschiede. 7 
c) Die Flie&Bbedingung nach der Giniiekie es lautet 
0, — 05 = O>. (11) 
Aus Gl. (11) ergibt sich o,’ = + 1; damit lauten Gl. (4a) und (4b) 
o = (0, + 03)/2, t= + (0,—o,)/2 = maxt. (12) 
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ist, wahrend die Hiillkurve in Abb. 2 durch zwei zur o-Achse parallele Gerade dar- 
gestellt wird. In den Gleitflachen herrscht die gré8te Schubspannung maxt un- 
abhangig von der Normalspannung o. 


_ d) Fiir die Mohrsche Theorie mit Hiillgeraden ergibt sich die FlieBbedingung. 
0, — #* 03 = Oz, (13). - 


1 — cos 2 ) 3 ; ; t ; : 
1+ agae bezeichnet ist. Hier betragt o,’ = x. Mit diesem Wert 


bekommt man aus Gl. (4a) und (4b) die Spannungen o und ¢ in der Gléitebene. Ein 
Nachteil dieser Theorie ist, wie schon Leon®.® gezeigt hat, da die Hiillgerade die 
o-Achse nicht rechtwinkelig schneidet. Diese Theorie gibt auch nur eine begrenzte 
Méglichkeit fiir die Berechnung des plastischen Korpers, da ihre Giiltigkeit sich nach 
Mohr? auf das Gebiet innerhalb der Spannungskreise o, und o, erstreckt. Die Kurve 
in Abb. 1 geht dann in eine Gerade mit tg 6 = o,/o, tiber. 

e) Nach der Gestaltinderungstheorie fiir den ebe- 
nen Spannungszustand (o, = 0) lautet die Flie8bedingung 


wobei mit x = 


o;° — 6, 63 + 0; =G,". (14) 
Die Untersuchung der Gl. (14) nach Gl. (4a) und (4b) ist 
deshalb nicht statthaft, weil nicht immer, wie voraus- 
gesetzt, o, = 0 die mittlere Hauptnormalspannung  be- be 
deutet. Abgesehen davon ergibt sich aus Gl. (14), (4a) und 
(4b) fiir die Hiillkurve eine Ellipse mit der Gleichung 
oF Me ee la eae Hh . (15) 
Diese Gleichung hat schon Bijlaard?® aufgestellt. Diese 
Hillkurve hat noch den weiteren Nachteil, daB sie gegen 
die (—o)-Achse geschlossen ist. Die Giiltigkeit der Gl. (14) erstreckt sich tiber den 
Bereich von o,’ = 0 bis o,/ = + 1. Diese Werte entsprechen in Abb. 6 den Punkten 
A und B. Vom Punkte B aus miissen wir uns die Linie entsprechend der Tangente 
mit der Neigung 6 = 2/4 fortgesetzt denken. Die Giiltigkeitsbereiche sind in Abb. 6 
durch Schraffierung hervorgehoben. Die Berechnung des plastischen Korpers nach 
dieser Theorie ergibt im Punkt B eine Unstetigkeit in den Spannungsverteilungen, 
wie der Verfasser bei der Berechnung des Rohres auf Innendruck festgestellt hat. 
In Abb. 6 sind noch die Punkte D und # gemai8 Abb. 1 und 2 fiir die Quetsch- 
bzw. Streckgrenze eingetragen. 
Fiir den ebenen Verzerrungszustand [e, = 0, o, = (0; + 63)/m] lautet die 
FlieBbedingung nach der Gestaltanderungstheorie (s. Hencky®) 
2 ea 2 
: 0," + 63° — ior Sate "05", (16) 
wobei 1/m die Poissonsche Konstante bedeutet (reziprok zur Querzahl m). Von 
m = co bis m = 2 ergibt Gl. (16), wie Hencky® gezeigt hat, Ellipsen gema8 Abb. 6 
mit verschiedenen grofen Achsen bei gleicher kleiner Achse. Mit m = 2 geht -die 
Ellipse in zwei Gerade iiber. Jeder Ellipse entspricht eine andere Streckgrenze gemaB 
der Gleichung : a m Weta * (c) 
Vm?—m +1 
die man aus Gl. (16) fiir o, = 0 erhalt. Aus Gl. (c) bekommt man nur fiir m = oo 
den Wert o, =o,, was man von jeder Theorie fiir alle m-Werte verlangen miBte. 
f) Die Mohrsche Theorie mit Hiillparabel von Leon. Leon? nimmt 
fiir die Hiillkurve eine quadratische Parabel ; 
v = 2p (0,4 —9) (17) 


ORM Ge 
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e. Gl. (7) folgt m to, =+1 der Gleitwinkel 2.x = z/2, Die Kurve in Abb. 1 - 
geht in eine Gerade iiber, die gegen die o;-Achse unter dem Winkel 5 = 2/4 geneigt 


ro] 


an, wobei p den Parameter und o,, : die Sti enze bei 
deutet. Aus Gl. (17), (9a) und (9b) ergeben sich die Hauptnor: | t. 
. O39 = Crea +/2p (o,4—9) + p*. . ae (d) 
Aus Gl. (d) bekommt man ey : Pe Ti ial 
; 3 o, + 0, = 2(o — p). 5 i (e) 
)  — 0, = 2) 2p (6,4 — 9) + =e 
Aus Gl. (e) folgt = (o, + 03)/2 + p. Fihrt man diesen Ausdruck in Gl. (f) ein, 
so erhalt man die FlieBbedingungen von Leon? in der Form 


(0, 93)" + 4p (0, +65) =4P2o4—P) (18) 
Fir den Fall o,4 =o, bekommt man aus Gl. (18) mit den Bedingungen o, = 0... 
6; = —o, und o, = 0...6, = + a, die Konstanten 
1 +9, Ate 
2p 23 (— a) Oa gee (19) 


Die Giiltigkeit der Gl. (19) ist leicht aus der Bedingung o,4 = o, zu ermitteln; aus 
der zweiten Gl. (19) ergibt sich diese Grenze zu c = o,/o, = 3. Fir alle c 23 gilt 


- 6,4 = 6; Die fiir diesen Fall noch unbekannte Konstante 2p ergibt sich aus~ 


Gl. (18) aus der Bedingung o, = 0...0; = —o, mit 
2p ed + 26,—2Vo, (a, + @,). (20) 
Zusammenfassend gelten also folgende Beziehungen: 


a (0, — 03)? + a (0, + 63) = 8,7 
hier ist fiir c <3: 2 


£=6,—6,= (¢—1)0,° V0, 6,—c- oe 


und fiir c => 3: E (21). 
a =2[o, +20,—2Vo,(o, + o,)] =2(¢+2—2Ve4+l)oa, 
B= — [o, + 40,—4 Yo, (o, + 6,)]* 67 =— (C+ 4—4Ve + 1)-coZ2 


zu setzen. Gl. (21) gilt in den Grenzen o,' = 0 bis o,’ = + 1. Die erste Ableitung 
der Gl. (21) lautet a 
15a AS 2 (0, — Oo; [=@ 

ae ieee (ear er oor 

Die Extremwerte der FlieBbedingung Gl. (21) ergeben sich aus Gl. (22) mit 
o,, = 0 und Gl. (21) allgemein zu 

b2 2 
max 0, =o te Or = Sa, (23) 

wobei nach Leon® — o, = max o3. Aus Gl. (23) und (10) ergibt sich der Kriimmungs- 
halbmesser im Scheitel der Hiillparabel mit |min R| = a/4 (vgl.5). Aus Gl. (23) 
ergeben sich die Koordinaten des Punktes A in Abb. 1 und 2. Aus Gl. (23) und (21) 
bekommt man = 


fir c= 6: max o; =o. ee ox (By Sa er 
ites ae S(eg= od. We (24) 
fir c 23: max oj = 6,, 0, = — (eo, + @,) + 2a, (o, + 4,). 


Gl. (23) bzw. (24) stellen die geometrischen Orte aller Maxima der FlieSbedingung _ 
Gl. (21) bei veranderlichem ¢ = o,/o, dar. 


Die zweite Bedingung lautet 0,’ = + 1; sie ergibt aus Gl. (22) a = 0. Ans Gl. (21) 


folgt dann, da die Hiillparabel in zwei zur o-Achse parallele Gerade tibergeht, was 
der Hauptschubspannungstheorie entspricht. . 


ete a te hal 


‘ohrschen Grenzkurve. 
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. (22) und (7) in der Form 


tg 20 = 4 (25) —1 oder tg « = / Cea (25) 
b Ae ia: | 


Die Spannung in der Gleitebene bekommt man aus den Gl. (4a), (4b) und (22) zu (vgl.15) 


a = 


ee Oy a 
Ca es ets 23% (26a) 


| ea +4: 4(o,—o,"— a. (26b) 
Aus Gl. (26a), (26b) und (25) folgt tg 2 « = 4T1/a. 

In Abb. 7 ist die Flie8bedingung gem&8 Gl. (21) graphisch dargestellt, wobei o, 
als unveranderlich angenommen und ¢ = 1, 3 und oo gewahlt wurde. Fir c =1 
geht diese Flie8bedingung in die Hauptschubspannungstheorie iiber. Fiir den Bereich 
1 <c S o stellt Gl. (21) eine Reihe von Parabeln dar 
und fiir c = oo geht sie nicht in die Hauptnormal- 
spannungstheorie tiber. Wie Herr Prof. Dr.-Ing. A. Leon 
dem Verfasser mitteilte, hat man fiir ¢ = o0 bei einem 
festen Kérper mit einem endlichen Wert o, und mit 
G, = co zu rechnen. Dann ergibt sich aus Gl. (20) 
p = co; damit ergibt sich fiir c => 3 aus GI. (17) o =o, 
und aus Gl. (d) o, = +06,—p+p=+0, sowie 
63; =0,—2 p =— co; damit geht die Mohrsche Theorie 
mit Hiillparabel in die Haupthormalspannungstheorie 
tiber. Wir werden bei der Berechnung des plastischen Abb. 7. 

Korpers fiir unbegrenzt wachsendes c stets einen end- 
lichen o,-Wert bei gegen Null abnehmendem o,-Wert voraussetzen. Ist die FlieB- 
grenze fiir einfachen Zug o, = 0, so ist auch die FlieBgrenze bei Biegung und bei 
Verdrehung gleich Null, so daB8 man im Zweifel sein kann, ob man sich noch im 
Bereich eines festen Stoffes befindet. 

Bei einem Werkstoff, dessen Streckgrenze o, im Vergleich mit einer endlich groBen 
Quetschgrenze o, sehr klein ist, nihert sich der Gleitwinkel beim einachsigen Druck- 
versuch «, = 0. Dies liefert eine theoretische Erklarung fiir den Bruch spréder Stoffe 
beim einachsigen Druckversuch mit geschmierten Druckflachen, bei dem die Bruch- 
flachen ungefahr parallel mit der Druckrichtung verlaufen. | 

Uber die weiteren ausfiihrlichen Untersuchungen der Eigenschaften der Hiill- 
parabel sei auf die Abhandlungen von Leon®-!§ hingewiesen. Mit der Hiillparabel 
hat Leon>-15 bewiesen, dafi die Mohrsche Theorie auch den Trennbruch enthalt. 
Mittels der Spannungskreise im Scheitel der Hiillparabel erklarte Leon®.™ die Ver- 
suche von Morsch auf Beton, wobei die Ursache, warum die Druckspannungen 
senkrecht zur Zugrichtung innerhalb bestimmter Grenzen keinen Einflu8 ausiiben, 
angegeben ist. Die Hiillparabel nach Leon! ergibt die theoretische Erklarung fiir die 
versuchsmaBig schon oft beobachtete Unabhangigkeit der ZerreiBspannung vom 
Spannungszustand. 

Da die Flie8bedingung nach Gl. (21) von Leon’ fast alle Forderungen der Theorie 


der Mohrschen Hiillkurve erfiillt, wird sie bei den folgenden Berechnungen des 


plastischen Kérpers verwendet. Dabei ist diese Theorie wie jede andere Theorie mit 
gekriimmter Hiillinie in einigen Fallen nur begrenzt verwendbar, wie dies im nachsten 
Abschnitt IV gezeigt wird. Wieweit sie mit den Versuchsergebnissen tibereinstimmt, 
mu von Fall zu Fall untersucht werden. Unsere Aufgabe war, eine solche FlieB- 
bedingung zu finden, die in allen Gebieten, sowohl im Gebiete von + o als auch im 
Gebiete von —o der Mohrschen Darstellung mégliche Ergebnisse liefert. 


peat 
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IV. Das auf Innen- und AuGendruck beansprueh e jie es 


die mittlere Spannung bedeutet, entspricht beim Rohr fiir gewisse Werte der Quer- 


zahl m (besonders m = 2) dem ebenen Verzerrungszustand (e, = 0). Die Gleich-_ 


gewichtsbedingung fiir das Rohr lautet bekanntlich : 

. 6; 62 =P" Oy, . (27) 
wobei mit o, die Tangential- und mit o, die Radialspannung bezeichnet ist; r ist der 
Halbmesser einer beliebigen Rohrschicht und o,’ = do,/dr. Fiihren wir Gl. (27) in 
die FlieBbedingung Gl. (21) ein, so bekommt man die Differentialgleichung 


(r:o,)? +a*r-o, + 2a:+6, = 6. (28) 
Gl. (28) kann man auch in der Form (r-o,’ + a/2)? = b?— 2a, + @/4 schreiben, 


womit die Trennung der Variablen leicht gelingt. Unter Beriicksichtigung der Rand- - 
bedingungen, daB fiir r = r, sich o, = O-ergibt, erhalt man die Lésung 
2 
ta ee 
(2)'= ze (29) 


: 2 T& 
hier ist 


Z=1+YVe/4+R—2a0,—a2 wud K=+/a/4 +P—al2. 
Ist das Rohr auf Innendruck beansprucht, dann bedeutet 7, den AuBenhalb- 


-messer des Rohres (r S r,). Die in den Ausdriicken Z und K der Gl. (29) vorkommenden 


Wurzeln sind mit positivem Vorzeichen zu nehmen. Gl. (29) gilt in diesem Falle 
nur fiir c < 3, da mit c >3 nach Gl. (23) o, <0 ist; es ist nicht mehr méglich, 
den Spannungskreis fiir den einachsigen Zug rechnungsmaBig zu erfassen; die Rand- 
bedingung am AuBenrande des Rohres (fiir r = r, ist o, = 0) ist nicht mehr erfiillt. 
Man benétigt vielmehr auch eine AuBenbelastung des Rohres von der Gréfe o, = 
=— 6, = —( be — 54) nach Gl. (23), damit Gl. (29) auch fiir c > 3 weiterhin 
gilt. Hier ergibt sich fiir ¢c <3 nach Gl. (21), (29) und (38) K = + o,. Fire =3 
und r,/r; = 10 (7, ist der Innenhalbmesser des Rohres) sind in Abb. 8 die Spannun- 
gen o, und o, als Funktion der Veranderlichen ry dargestellt. Sie sind aus Gl. (21) 
und (29) berechnet. Mit p = 5,70, ist in Abb. 8 diejenige Belastung angegeben, 
unter welcher das ganze Rohr in plastischen Zustand iibergeht. In Abb. 8 ist noch 
der Gleitwinkel «als Funktion von r strichliert gezeichnet. Diese Abhangigkeit wurde 
nach Gl. (21), (25) und (29) aufgestellt. Sie diente zur graphischen Ermittlung der 
Gleitlinien, die in Abb. 9 fiir c = 3 und r,/r, = 10 angegeben sind. Am AuBenrande 


Die in der Einleitung gemachte Voraussetzung, daB die Hauptnormalspannung o2 — | 


f 


ie 


rs 
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des Rohres (r = 12) verlaufen die Gleitlinien senkrecht zum Rande, da dort einachsiger 
Zug o, = +o, herrscht. Im Querschnitt eines gu8eisernen Rohres wiirden die Gleit- 


___ linien wie in Abb. 9 auftreten, da fiir diesen Werkstoff ¢ = 3 (s. Leon) ist. 

Ist das Rohr auf AuBendruck beansprucht, dann bedeutet r, den Innendurch- ; 
messer des Rohres (r = r,). Die in den Ausdriicken Z und K der Gl. (29) vorkommenden i 
Wurzel sind mit negativem Vorzeichen zu nehmen. Gl. (29) gilt in diesem Falle fiir fo 
alle.c-Werte (co 2c => +1). Hier ergibt sich nach Gl. (29) und (38) K = — oy. a 

Beim Ubergang auf c = 1 ergibt sich aus Gl. (29) die unbestimmte Form =, die Br 
schlieBlich in die Gleichung entsprechend der Hauptschubspannungstheorie™ iibergeht. ee 
0, 

-V. Uber die Festigkeit von Schneiden. es 


Die dieser Untersuchung gemachten Voraussetzungen sind eingehend in den 
 Arbeiten von Prandtl’ beschrieben. Sie werden als bekannt angenommen. Hierbei 
sei bemerkt, da8 die Gleitlinien keine logarithmischen Spiralen sind (wie -bei der Hiill- oe aa 
-geraden), da nach der Mohrschen Theorie mit Hiillparabel von Leon die Gleitwinkel te 


im plastischen Kérper mit dem Span- ie 
nungszustand sich andern. Diese Gleit- a 
linien sind Charakteristiken der Differen- Z of 5 
tialgleichung. In Abb. 10 ist die stumpfe 2 
Schneide mit dem Schneidewinkel 2 0 i 
dargesteilt. Es wird der Spannungszustand a 
im Sektor ABD untersucht. Aus den a 
Gleichgewichtsbedingungen eines _ keil- 3 
formigen Kérperelementes ergibt sich nach em 
Prandtl!® a 
” iy 
oft ta ae | B. 
und : : 
sere A 
i Abb. 10. Naat. 
mit Oo; a do,|dq, | é' se 
wobei der Winkel g nach Abb. 10 zu nehmen ist. o;, 6, und t entsprechen also den _ a 
Komponenten des ebenen Spannungszustandes. Auf die allgemeine Bedeutung der ag 
Gl. (30) haben Biezeno und Grammel” hingewiesen. Die Hauptnormalspannun- - 
gen dieses Spannungszustandes lauten bekanntlich | on 
ck ot ieee = (o, + 9,) + _ Vo —— Op Jeot 2th (31) ‘ on 
Die FlieSbedingung Gl. (21), ausgedriickt durch die Spannungskomponenten, lautet J 
; (Gy = 6, ) 0 43* 4.0 (6, + G,) = 6. (32) ; ae 
Aus Gl. (30) und (32) folgt die Differentialgleichung ; J 
g,* a 2 a Oo; ao 4 of? + 8 a 0; — 4 b?. (33) oe =) 
- Aus Gl. (33) erhalt man durch Differentiation die Lésung des Problems. (Die Lésung fe 
der Gl. (8) von Prandtl in ,,Nachr. Ges. Wiss. Gottingen“ 1920, 8. 74, kann man ae 
auch durch Differentiation leitht ermitteln.) Dann bekommt. man “ e 
(0, + 40;/) (o," +4) = 0. (34) a, 
Der erste Ausdruck der Gl. (34) o,/" + 46, = 0 ergibt die Lésung | x 
o,=—Asin2g + Beos2qg + C/4, te ; 4 
JEN C=? [be —4 (4? + BY)]. g a 


re Soe 
Aus Gl. (@) und (30) ‘ieee sich aio: Spannungen Or ade T ausr 
man aus Gl. (31) die Hauptnormalspannungen bekommt _ ate ee See 


os= 2 +VhB = Konst. (h) 


Gl. (h) entspricht einem homogenen Spannungszustand, jedoch nicht dem hier ge- 


suchten Spannungszustand, der nicht homogen sein kann. 
Die zweite Lésung der Gl. (34) o/’ + a = 0 fihrt zu 


o.=— 73 +C,¢9 4+ 0, mit mee =~ 4+4_ as (35a, b) 


a 


Mittels Gl. (35a) und oe kann man die Spannungen o, und t ausrechnen und darans 
lassen sich aus Gl. (31) die Hauptnormalspannungen ermitteln mit 


a2-—S-(L+¢)+ Get +t) ag—Gyt £. oe 


Aus Gl. (36) ist ersichtlich, daB die Hauptnormalspannungen o, und o; wie bei Prandtl! 
nur vom Winkel und nicht von dem durch den Punkt A (Abb. 10) gehenden Radius r_ 
abhangig sind. Die Integrationskonstanten C, und C, sind aus einer einzigen Anfangs- — 
wertbedingung aufgestellt. Im Dreieck ADH (Abb. 10) herrscht die reine Druck- 
spannung o,; = —o,, die parallel zur Abgrenzungsflache AH der Schneide verlauft, 
wahrend die senkrecht zur Randfliche AH stehende Spannung o, gleich Null ist. 
Aus Abb. 10 folgt, da8 fiir g = 0 auch o, = 0 sein soll. Dann bekommt man aus 
Gl. (36) und (35b) die Integrationskonstante 


Oe ay ie +f4a-)/e ee , (37a) 


Mit*den GréBen o, = 0 und o, = — 4a, ergibt sich aus Gl. (21) die Quetschgrenze 
te al anes een 

Aus Gl. (38), (37a) und (35b) bekommt man die Integrationskonstanten = =| 

eee Fes PPS. erate a 

Of 9; yj es und C, = Baer ea: (37) 

Aus Gl. (36) und (37) erhalt man die Hauptnormalspannungen 

6 Bee, +9 : es + |/1— a} 

oh irr 2 ? | 26, Cr ai 
(39) 


a a a \2 
Vi Weck 20, ie se) i Ge FI. 

Im Dreieck AA’B in Abb. 10 herrscht ein homogener Spannungszustand, der 
‘sich aus Gl. (39) mit m =p, berechnen laBt. Hierbei bedeutet gemaB Abb. 10 

Pn = 8 + (0%, — 044). (40) 

Der Winkel «, hei&t der Gleitwinkel fiir die ,,Hartespannung o,‘‘. (Gemeint ist der 
spezifische Kindringungswiderstand.) Im Dreieck AA’B steht die Spannung o, ~ 
senkrecht zur belasteten Flache A A’; nach Prandtl! heiBt sie die ,,plastische Harte“, — 
deren Wert sich aus Gl. (39) und (40) fiir o, = —o,, ergibt mit = 


See 
Oy =a ae ae EV ae Fl + 


+ V1 +40 ee | (41) 


ae 2 


< > at “sy. +4 : ry x y Rat 
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ay 6 


Da dei va nkel # in Gl. (40) von vornherein gegeben ist, so hangt der Winkel Yn 
von den Winkeln «, und «, ab. Den Winkel &, kann man aus Gl. (25) berechnen. ~ 
Man erhalt 


2(o,— 3) +a 


- Der Winkel « aus Gl. (42) wird fiir y = 0 dem Winkel «, gleich; mit y = 0 ergibt 


tga = os) 


: 
| sich aus Gl. (39) es 0 und 03 = —o,. Mit diesen Werten und c = o,/o, ergibt Gl. (42) x 
Sea eee ee aes | : I . 

fir c S38: tga, = axe flr ¢ 23: tg ag = G——— (vel. ¥). (48a, b) 


Pir den Winkel «, ergibt sich aus Gl. (39), (40) und (42) die Bedingung 


2 : cere .* [stm + //1 ( <_)' a 3 oan 
tg on = a 4 5 Pr tee 
Vi +49, ° oOe ; ee 
qa qg 


Der in Gl. (44) vorkommende Aus- 
druck ,, ist der Gl. (40) zu ent- 
_ nehmen. Die Gl. (40), (43) und 
(44) stellen ausreichende Bedin- 
gungen fiir die Berechnung der 
_ Winkel y,, «, und «, dar. 
| Fir c = 1 und 0 = 2/2 stimmt 
Gl. (41) mit dem Ergebnis von 
Prandtl! tiberein , 


Broee ae (1 3 5): (45) 


Dies entspricht der Hauptschub- 
spannungstheorie als Sonderfall 
sowohl der Hiillgeraden nach 
Mohr? als auch der Hiillparabel 
nach Leon.® , 

In Zahlentafel 3 sind die Ergebnisse von Prandtl! und die aus der vorliegenden ates 
Untersuchung fiir den Sonderfall # = z/2 zusammengestellt. Die Zahlentafel von a 
Prandtl ist durch den Wert c = 26 und durch c = co erganzt. Die Gleichungen, ‘a 
die die Beziehungen von Prandtl! und die vorliegenden verbinden, lauten ~ oe 

_ . k=cos20 und ¢= a (46) ee 
In Zahlentafel 3 sind noch die Winkel y,, «, und «, fiir verschiedene c-Werte zusammen- : ae 
gestellt. Wie aus Zahlentafel 3 ersichtlich ist, sind die Unterschiede der ,,plastischen ei 
Harten“ o, nach Prandtl (Hiillgerade) einerseits und Gl. (41) (Hiillparabel) ander- 
seits fiir gréBere c-Werte betrachtlich. Um dies zu veranschaulichen, ist Abb. 11 fire = 3 a 
gezeichnet, wobei sich fiir die Spannung o, ein Unterschied von 116% ergibt. In Abb. 11 (ae 
sind die Werte von Prandtl! mit P bezeichnet. Der Spannungskreis, der die gesuchte 
Lésung enthalt (hier o,), fallt nach der Berechnung von Prandtl’ weit auBerhalb 
der von Mohr? vorgesehenen Grenze. Die Funktion der ,,plastischen Harte‘ Gl. (41) 


fiir ¢ = co (o, = 0!) konvergiert zum Grenzwert o, = 7,850 o,. * 2 3 
In Abb. 12 sind fiir c = 3 und # = z/2 links die Hauptnormalspannungstrajektorien ee 
und rechts die Gleitlinien dargestellt. Die Lésungen lassen sich aus einzelnen Sektoren ae 


mit stetigem Ubergang der Spannungen zusammensetzen. 
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Zahlentafel 3. @=7/2. 


Gl. (40) und GI. (44) 


Nach Prandtl . _ Gl. (46) Gl. (41) Gl. (48) 
‘ On/Fq a Ona oe Oy Pn - 
0 Bole eA 2,571 45°00’ | 45°00’ |. 90°00’ 
0,1736 3,499 1,4201 3,188 “40° 45’ 42° 07’ 91° 297 
0,3420 $5,194 2,0395 3,660 37°87. 40° 58’ 93° 21’ 
0,5000 8,701 3 4,022 35° 16’ 40°23’ >) 069 07 
0,6428 17,558 4,5991 4,369 | 33° 02’ 39° 58’ 96° 56’ 
0,9259 2297 26 5,793 23° 41’ 39° 04’. 105° 23’ 
1 Gore oo 7,850 0° 00’ 38° 44’ 128° 44” 
ag 
EILEEN << 
S Bir ihe eepeeeaeeeeeee 
TN RMA TINS SOS OS > SX 
ahs DLT Ne oA SSS 2OS RQ 
>t Te CATR SRA NS SOSLS SLE 
STRESS OBR 
HOES KTR AEE SSL 
7 aS <r | WR Lag 
Abb. 12 


Fir c = co und #@ = 2/2 wird der Winkel «, = 0 (s. Zahlentafel 3). Die Gleit- 
linien erstrecken sich dann links und rechts von der belasteten Flache (A A’ in Abb. 10) 
ins Unendliche. | = : 

Fir c = co und # = a, ergibt sich aus Gl. (40), (43) und (44) «, = 0, «, = 33° 23’ 
und gy, = 2 «, = 66° 46’ und aus Gl. (41) o, = 3,125-o6,. — Der Fall c = oo und 
& = 0 ergibt «7 = %, = Yn = 90 mit o, = o,. Die Gleitlinien laufen parallel mit der 
Druckrichtung, wie schon in Abschnitt III, f, naher besprochen wurde. 


Literatur: 


1 LU. Prandtl: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 8. 74 (1920); Z. angew. Math. Mech. 1, 15 (1921); 
Proc. of the 1. internation. congr. of applied mechanies, S. 43. ‘Delft 1925. — 2 O. Mohr: Ab- 
handlungen aus dem Gebiete der Techn. Mechanik, 3. Aufl., S. 192. W. Ernst & Sohn 1928. — 
8 Handbuch der Physik, Bd. VI. Aufsatz von A. Nddai: Plastizitit und Erddruck, 8. 428. 
Springer-Verlag 1928. — 4 A. Reuss: Z. angew. Math. Mech. 10, 267 (1930). — > A. Leon: 
Ing.-Arch. 4, 421 (1933); Mitt. staatl. techn. Versuchsamtes, Wien 22, 17 (1933); GieBerei 20, 
434 (1933); Bauing. 15, 318 (1934); A. Leon u. A. Slattenschek: GieBerei 21, 542 (1934), — 
° Th. v. Karman: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. H. 118, 37 (1912); Z. VDI 55, 1749 (1911). — 7 B. P. 
Haigh: Engineering 109, 158 (1920) und Rep. Brit. Association 1919, 1921, 1923; siehe auch 
Westergaard, Journal of Franklin Inst., May 1920. — * H. Hencky: Z. angew. Math. Mech. 4, 
323 (1924). — ° F. Schleicher: Z. angew. Math. Mech. 6, 199 (1926). — 1° P. P. Bijlaard: Ab- 
handlungen d. I. V. B. H., Bd. VI, 8. 27. 1940/41. — " 0. Domke: Glhickauf 51, 1129 (1915). 
— Th. v. Karman: Verh. d. 2. Intern. Kongr. f. Techn. Mechanik, S. 23. Zirich 1927. — 
13 A. Nadai: Der bildsame Zustand der Werkstoffe. Springer-Verlag 1927. — 4 Hitte I, 26. Aufl. 
1931; Aufsatz von A. Nadai: Mechanik der bildsamen Kérper, 8. 340. — 1 A. Leon: Beton u. 
Eisen 34, 130 (1935). — 1° H. Bay: Ing.-Arch. 14, 267 (1943). — 1? Diesen Fall der GJ. (21) ohne 
Angabe ihrer Giiltigkeit (¢ S 3) findet man bei W. v. Burzinsky: Schweiz. Bauztg. 94, 259 
(1929). Sie ist aber ohne Ableitungen, nur mit kurzen, allgemeinen Bemerkungen angegeben. — 
* Dies hat auch W. Prager in dem Aufsatz ,,Mechanik isotroper Korper im plastiischen Zu- 
stand“ von H. Geiringer und W. Prager in ,,Ergeb. d. Exakt. Naturw.“ Bd. XIII, 8. 311, 
beriicksichtigt. — ' C. B. Biezeno und R. Grammel: Technische Dynamik, Springer- Ver- 


lag 1939, 8. 3. : 
(Eingegangen am 3. Dezember 1945.) 


Die Be anspruchung der Acai bei der Piaitine 
ees Ges . von Flugzeugen. 
Von K. Wolf, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Bei einer allzu jahen Landung eines Flugzeuges zeigt es sich oft, daB unter Um- 


\ ty -s . . . 
standen ein Motor aus seiner Aufhangung herausgebrochen wird, selbst wenn diese 


mit vielfacher, schon die dynamische Beanspruchung beriicksichtigender Sicherheit 
konstruiert ist. Es soll daher im folgenden untersucht werden, welche Schwingungs- 


_. erscheinungen bei dem Aufsetzen eines Flugzeuges auftreten, wenn wir dasselbe aus 


lassen, wobei diese Masse mit einer zweiten m, wieder durch eine 


zwei miteinander elastisch verbundenen Teilen ansehen, den Rumpf mit den Fliigeln 
und den daran angebrachten Motoren. Die Landung auf dem Boden 
wird ebenfalls durch eine elastische Federung, die Bugrad- und Fahr- 
werksfederung, vermittelt. Diese sei durch die Federkonstante c, 
charakterisiert, die Motorenaufhangung durch die Federkonstante Cc. 

Da die Motoren — ihre Masse sei m,, die des iibrigen Flugzeuges 
m, — symmetrisch zur Achse liegen, konnen wir den Landevorgang 
dadurech idealisieren, daB wir eine Masse m,, eine Feder mit der 
elastischen Konstante c;, die am Boden gestiitzt ist, zusammendriicken 


Feder mit der Konstante c, verbunden ist (vgl. Abb. 1). 

Mit den Bezeichnungen der Abbildung haben wir also, wenn x, ™ 
die Koordinate des Schwerpunktes von m,, x, die Koordinate des 
Schwerpunktes von m,, a die ungespannte Lange der Bodenfederung, 
e den urspriinglichen Abstand der beiden Schwerpunkte bei ungespanntem Zu- 
stande der die Elastizitat der Aufhangung versinnbildlichenden Feder bedeutet, 


P, = ¢, (a— 2), 
Py = Cy (@ + % — 9) 
und nach der dynamischen Grundgleichung 


dad? x es ; 
My Fa = My Ly = Cy (A — 2) — Cy (@ + 2% — Xe) — My Y, (1) 
a x = ; se hy 
Ms aan = Ms La = Cy (€ + Ly — Lq)— Mog. = (2) 


Fiir den Beginn der Landung fiir x, =a und x, = a + e miissen die rechten Seiten 
bis auf m,g bzw. m,.g verschwinden. 


* Durch Addition erhalt man 


My, % + Mz Ly = Cy (4 — @) — (Mm, + M)g (3) 
und wenn man (1) nach x, auflést und zweimal nach ¢ differenziert, 
dy = — [my H+ (cy + 6) a’). (4) 
2 
Setzt man dies in (3) ein, so bekommt man 
m, dy + Me d+ Bo, + ey) #, =e, (@— my) —(m + ma) (5) 
2 
Fihrt man zur Abkiirzung die Eigenfrequenzen der beiden Federungen ein 
ate Sie eee: 6 
oa fan as o 
und schreibt fir my tm, _ 7 


4* 


To) erhatt diese Differentialgleichung vierte ng | 
fiir z, die Gestalt est ar SR US an! Sag 
& + (vy? + ky) #, + Po? x, =f (rs? a—k9) im = A8)% 
Ein partikulares Integral ist re 


2=a— 5g, 
die charakteristische Gleichung mks! 


UE te Oa L hv) ot + ve mae ee = 


, 


hat-die Wurzeln 


Ue tee 2 (yy? + hv? = as 2 a 2) v7 v2 + v94) =— 7, (9) : 

Ose —4 py aoc V vy! + 2 (kh — 2) m2 9? + BP ygt) = i, (10) 
| = oe IO Pt | 
eo Vi SUIS UK 4, es Uy ita (11) — 


Da wegen &k >1 immer (v7? +k ai) a aaeh ist, so sind %,92 und v5, immer 
reelle, negative GréBen. 
Das iene noe von (8) Lee daher die Form 


t, =a — g+Acos?,t+ Bsiny,t + Ccosy,t + Dsin r,t (12) 
; 1 
und nach Gl. (1) ergibt sich daraus 


Lo = HEAT oa ieee +98 +a) +91 


oder 


ane Ol Ores e + Re iH \- v2 OTA cose pean si) va eaap ee 


+ Dsin ¥,t) + [»2 + 72 (k —1)] (a— ig + cos y,(¢+ Bsiny,t + 
é 1 . 
+ Ccos v,¢ + Dsin r, i) ‘3 (13) 


Fir ¢ = 0 muB 2, =a und x, =a +e, ferner 2, = a, = v% sein, wenn Vo die senk- 
rechte Auftreffgeschwindigkeit bedeutet. Das gibt fir A und 0 ee ean 


; 0=—Fg9+446, a 
: : | 
= Jk + Saga i OA a eee +O} 


also yee! vy — k 9," 
2 op ep 
1 1 2 (14) 
CG &s9 vy? Ess 
: ; Bry. v? Yv 2 2 u 
und fir B und D y ; : 
: 1 Br, + Dv, =— %, Pe » 
BY, (¥.2 —F,2) + Dig (v2 Pe) 0 . 
also Be WP ve 
RP ; ee 
D _ % %2— v2 (ts) 
%, V2— 9,2 ’ 
i. a { 2 L 2 
Eingesetzt in (12) erhalt man. . 
kg = 
ty a + — see lee [(v? — k 92°) cos %, t— (v? — k ¥,?) cos ¥, #] +~ 
+ U9 Go sin 7,1 + wa sin 7, il (16) 


Um die Beanspruchung der Lager des Motors zu finden, sie ist proportional der Be- 
schleunigung x, desselben, haben wir nur mehr diese Beschleunigung nach Gl. a) 


phe i le ee Bes 


, gesetzt, 


2, = & — a (1 — cos »’ t) — 


a 


be = Sa FSH (2 Pk — 98 (&— 1) fe pr (nt — b92)]cos t+ 


+ %p (3? — dy) sin.» t + Fy [F.2 — v2 — 92 (k—1)] | (v2 — 9,2) cos Fy -+ 
+ Up (,2 — 9,2) sin >, i \ (17) 


Da die weitere allgemeine Behandlung dieser Gleichung zu uniibersichtlich wird, 
wollen wir numerische Werte fiir die Wederkonstante c, und c, und fiir die Massen 
einfiihren, fiir verschiedene Werte von v, die Beschleunigung graphisch als Funktion 
von ¢ darstellen und die Maximalwerte von &y miteinander und auch mit jenen ver- 
gleichen, die sich bei starrer Verbindung an 
Motoren und Rumpf ergeben. 

Im letzteren Falle lautet unsere Diffe- 
rentialgleichung, wenn wir mit x, die Ent- 
fernung des Gesamtschwerpunktes vom 
Boden und mit a wieder deren Anfangswert 
bezeichnen, 


(m, + Mg) X, = Cc, (a — x.) — (m, + m2) g 
oder 


Cy = v2 — p'2 
M, + Ms, ke 


«+722, =vr'%a—g. 


Die apes dieser awe ist durch — 


4 (17) : _ Abb. 2. 


gegeben, wenn wieder die eda tats Goren so gewahlt werden, daf fiir t=. 
x, =a und x, = v% ist. Fir die Beschleunigung haben wir daher 


xX, =—gcosry t+ vor sin’ t. (18) 
Der Maximalwert x, far tg 2 tf =-— ie ist dem Betrage nach gegeben durch 
=. = Voi + v2 v2. 


Aus Gl. (18) bekommen wir also aie Werte fiir die Beanspruchung der Motorenlager 


beim Landen im Falle starrer Verbindung von Motor und Rumpf. 
Setzt man fiir das Gewicht des Flugzeuges 12500 kg, fiir das der Motoren 3650 kg 
an und nimmt man fiir die Federkonstante der Bug- und Fahrwerkfederung c, = 


= 50.000 =, fiir die der Motoraufhangung c, = 263000 | alles Werte, wie sie 


Pin Wirklichkeit vorkommen, so ist 


= 55,43, v2 = 706,85, bse 419: 
Daraus erhalt man ‘ 


72 = 38,6, 72=— 9484, 7, =6,21, 7, = 30,8 


und fiir die Beschleunigung 


= aa g {— 943,0 cos (6,21 t) + 31,85 cos (30,8 t) + v [596,5 sin (6,21 t) — 


— 107,8 sin (30,8 t)]}. 


~ Diese Werte sind fiir v = 1, 3, 5, 8 m/sek. fiir die Zeit von Null bis 1/, Sekunde aus- 


gerechnet und in Abb. 2 graphisch dargestellt, wobei als Kinheit die Erdbeschleunigung g 


gewahlt wurde. Die Betrage fiir eine starre Ver { r und sind — 

zum Vergleich fiir dieselben Werte von v, strichliert eingetragen. Man erkennt, dai — 
| hese as der Gro&Btwert der Beschleunigung schon ~ 

. fiir v) = 5m/sek. einem Wert der Lande- 


geschwindigkeit, der noch keineswegs als 


8g ‘ ? 
4 ee ei — abnorm grok bezeichnet werden kann, 
2 Wess fast das vierfache der Erdbeschleunigung 
Bey \ erreicht. AuBerdem zeigt es sich, dai 
/ 


ai la 


diese Beschleunigung und damit die Be- 
\ oy 2. = 132250;Ag/m anspruchung der Lager der Motoren bei 
elastischer Aufhangung bei den gewahl- 


& 
1 
iS 


=5 
ten Federkonstanten immer, und zwar 


ee | Pee um 10 bis 25% groBer, ausfallt als bei. 
[Ae | 


Be starrer Verbindung. 


i . Wahlt man ein anderes Verhaltnis 
ee : von ¢, und ¢,, also der Harten der Fede- . 


x A), ee ae ee etre setzt man etwa c, = “2 50 wer- 
J 2 

Caer den die Verhaltnisse noch bedeutend 

a ~ schlechter. Die entsprechenden Werte 
5g sind fiir v1) = 5 m/sek. in Abb. 3 aufge- 
a RI Ra tragen, die Beschleunigung geht jetzt. 
bis auf das 7,3fache von g hinauf und 

~8F | der Unterschied gegeniiber der Bean- 
6g Dale, -spruchung im Falle der starren Verbin- 
; [oot 3 Re . dung von Rumpf und Motor wird be- 
“9 eae trachtlich gréBer, er erhoht sich auf 38%. 


Abb. 3... . _ Wenn also die pneumatische Federung 

des Bugrades auch nur teilweise versagt, 

so steigt die Beanspruchung der Motorenlager betrachtlich an und sie ist gréBer bei 

einer elastischen als bei einer ganz starren Verbindung. Noch ungiinstiger wird die 

Beanspruchung in dem praktisch héchstens bei fast volligem Versagen der Bug- 
radfederung eintretenden Fall, da8 c, gleich oder gar kleiner als c, ausfallt. 


(Hingegangen am 11. Oktober 1945.) 


\ 


Zur Frage der Temperaturdimension. 
Von ©. Kiimmerer, Wien. — 


Um die Methoden der Dimensionsanalyse'® auch ‘auf molekulare 
Verhdlinisse anwenden zu konnen, ist es, wie gezeigt wird, von Vorteil, 
den bereits in Verwendung stehenden Mol- oder Molekiilbegriff als vierte 


Grundgrofe aufeufassen und die Temperatur als zusammengesetzte Grope 
‘ einzufiihren. = 


Bekanntlich ist jede physikalische GroBe, z. B. 10 sec, durch eine Zahl und Angabe 
des Begriffes oder Gegenstandes, der mit dieser Zahl vervielfacht werden soll, gegeben. 
Durch den Begriff ist die Dimension (auch Qualitat) der physikalischen GréBe be- 
stimmt, wahrend die Zahl selbst fiir die Dimension ohne Bedeutung ist.” . 2 


In der auBeren Warmelehre geniigen nun vier derartige Begriffe, namlich: Linge, 
Masse, Zeit und Temperatur (LZ, M, Z, 0) als Grundeinheiten, um die Dimension . 


- guleiten.® 


2 , 4; ae ; cea ee = ; 
rigen menden Gréfen in Form von Potenzprodukten aus ihnen ab- 
So ist z. B. die Dimension der Entropie schlechthin, d. h. ohne Bezug auf 


1kg oder Mol: Se keal ]_ [eter x Kraft 


Grad | —_ Grad ee OE (1) 
_ Die Auffassung der Temperatur als Grundgréfe ist aber nur vom Standpunkt 
der 4uBeren oder phanomenologischen Thermodynamik, d. h. bei Ausschaltung 
aller Vorstellungen oder Theorien vom inneren oder atomistischen Wesen der Warme 
begriindet. Nach der kinetischen Theorie ist die Temperatur.als mittlere kinetische 
Energie der translatorischen oder schwingenden Bewegung des Molekiilschwer- 


punktes zu betrachten und erhalt die Dimension einer Energie oder Arbeit je Mol 
.., | keal] - 4 oe ; : 5 ; 
oder Molekiil Mol | Abwegig ware es, der Temperatur die Dimension einer Energie 


schlechthin (also ohne Bezug auf 1 Mol) zu erteilen,?: 5 da es sich offensichtlich um 
eine molekulare oder atomistische GréBe und nicht um eine Energie im makro- 
skopischen Sinne handelt, was in der Dimensionsformel unbedingt zum Ausdruck 
kommen muB. ; ps os 
Danach wird die Temperatur zu einer zusammengesetzten GroBe mit der Dimen- 


sionsformel: keal Me ; 
é]= | iar | sa | ee — [M 1? Z-? Mol-1], (2) 
in der nun das Mol (oder Molekiil) als vierte Grundeinheit vorkommt. Tatsdchlich 
wird der Mol- oder Molekiilbegriff in den Dimensionsformeln der Physik seit langem 
verwendet, ohne jedoch eigentlich als GrundgréBe zu gelten.> Gleichzeitig wird aber 
die Temperatur als GrundgréBe beibehalten, so daB im ganzen fiinf Grundeinheiten, 
nimlich L, M, Z, # und Mol in Gebrauch sind. Vel. z. B. die tibliche Dimensions- 
formel fiir die allgemeine Gaskonstante: _ 

keal 

2 lw 8] = enor x Grad 
Betrachtet man nun die Temperatur im Sinne der kinetischen Theorie als zusammen- 
gesetzte GroBe nach Gl. (2), so geniigen wieder vier Grundeinheiten, namlich L, M, Z 


= [M 1? Z-* Mol.-! 8-2]. : (3) 


und Mol, und es sind wesentlich einfachere Dimensionsformeln erzielbar. Mit Gl. (2). 


wird z. B. die Dimension der molaren Gaskonstanten: [u Rk] = 1, d. h. die molare 
Gaskonstante wird zu einer reinen, dimensionslosen Zahl. ’ 
Mit der angefiihrten Temperaturdimension erweisen sich sogleich einige weitere, 


: z ; : - keal 
-bekannte GréBen der bb eieetechen Chemie, z. B. die Molwarme uc, | searsccsaa | 
Ca 
Mol x Grad 
dimensionslos, wobei also Ahnlichkeiten molekularer Natur zum Ausdruck kommen.* 


Hingegen ergibt sich als Dimension der Entropie schlechthin (d. h. ohne Bezug 
1 Mol oder kg): kcal keal < Mol 
mea on fest = [I~ on ‘ 
Sie kann daher nach Molen oder Molekiilen gezihlt werden, und zwar ist, wie spater 
gezeigt wird, , Be ‘ 

1 Entropieeinheit (1 Clausius) = a = = kMol = 2,10? Molekiie. 


Dieses Ergebnis lat vermuten, daft die Entropie eine nicht stetig, sondern sprunghaft 
veranderliche GréBe ist, was im Sinne der Quantenlehre auch tatsachlich zutrifft. 
Irrefiihrend ist hingegen, wenn die Entropie von Bodea® als dimensionslos oder 
als eine Art ,,umgekehrter Wirkungsgrad‘‘ bezeichnet wird. 
Da in einem bestimmten Zeitpunkt die Geschwindigkeiten ¢ [m/sec.] und bei . 


2 
[aE | der einzelnen 


, die molekulare Verdampfungsentropie usw. als 


die Molentropie S| 


Gasgemischen oder assoziierten Stoffen auch die Massen m 


Molekiile sole Eee eae so 


wert iiber eine groBe Molekiilzahl (x) ee a: Beka 2 “ist : i ui eres i? 
me 
Ae kT ee ; 
‘ 2 - = "i 
wobei Se die mittlere Translationsenergie pro Molekil und & die Boltzmann- 
(i Bys.-1,0808 as Pais : 
Konstante bedeutet. Durch Einsetzen von k = — We hes toe erhalt man: 


? (Grad K) = (2) Pate: ; ar) eet: a (5) 


Dabei bedeutet N die Loschmidt sche eel ee = 6,02 - 1076 [Molekiile/kMol] und 


Py | _— : ter) die Energiesumme ce 2 Blowers in in [X= | = I keal} 


Der Faktor N/2,98 wird nach Gl. (2) zu einem blof{en Umrechnungsbeiwert ohne 
Dimension, was von physikalischer Seite bisher nicht bestatigt wurde,? obwohl seine 
_ Dimensionslosigkeit im Wesen der kinetischen Temperaturauffassung gelegen ist. 

Nachdem 1kMol nur eine bestimmte Zahl von Molekiilen bedeutet, so ist die 
Loschmidtsche Zahl N [Molekiile/kMol] als dimensionslos zu betrachten, soferne 
es sich um physikalische (nicht chemische) Molekiile handelt. Da nach friherem 
auch die allgemeine Gaskonstante (u R) als reine Zahl.zu betrachten ist, so wird 
die Boltzmann-Konstante & = w R/N nach der eingangs erwahnten Temperatur- 
auffassung ebenfalls dimensionslos. 

In Gl. (5) ist die Zahl x der betrachteten Elemente als beliebig angenommen; 
sie muB aber derart grok sein, daB zeitliche oe eee des Mittelwertes nicht 
mehr bemerkbar sind. 


Fir 1 kMol oder « = N wird nach Gl. (5): .. 
N 
me 1 keal 
T = ( 2 “ar: | kMol | (6) 
und die der Temperatur ufepuectenile Energiesumme, auch ff Sin pera tutencre ey 
genannt: N ; 
m keal ‘ ; 
Py yz) = 298° P| a (6a) - 
1° C entspricht also im technischen Mafsystem: 
Sth keal 2,08 1028465 = ae keal- 
of C = 2,98 |e r| der “5 — = 0,495 - 10 | oer 
und im (cG8)-System: — ru t 
iC) es - 19-16 & 
1°C = 2,075 - 10-8 | 
Fir 1 kg eines Stoffes ist die ,,Temperaturenergie’ nach Gl. (6a): ia 
U, = 2,98 T/u, (7) 


wenn mit mw das Molok alarms welts oder genauer das »Molgewicht* in [kg/kMol] be- 
zeichnet wird. 

Zur richtigen Auslegung von Gl. (2), (6) 6) und (7 (7) ist der Begriff des Mols oder Molekiils 
genauer zu definieren. In chemischer Auffassun g bedeutet 1 kMol stets my kg 
des betreffenden Stoffes, also z. B. 18 kg H,O oder 2 kg H, ohne Riicksicht darauf, 
ob der betreffende Stoff im Gaszustand keitieaias dissoziiert Bees im fliissigen Zustand — 
teilweise assoziiert ist. Im Sinne der kinetischen Theorie ist aber unter ,,Molekiil 
jedes fiir sich oder selbstiandig bewegte Teilchen, also auch jedes Atom, freies oe: 
Doppel- oder Mehrfachmolekil zu verstehen. 


oder scheinbare Molekulargewicht u [kg/kMol] ist das Gewicht von N solcher 


‘0 entspricht. daher einer Stoffmenge, in welcher gerade 
g bewegte Teilchen enthalten sind und das physikalische 


Sat Ve ; 
Kalisches k 


= 6,02 x 10° selbstindi 


Teilchen. Sind z. B. in einer Mischung x, Molekiile H,O und «a, Molekiile 2 (H,O) 
(Doppelmolekiile) enthalten, so ist die Gesamtzahl der physikalischen Molekiile x, + 2», 
wahrend die der chemischen Molekiile x, + 2 x, betragt. Durch die teilweise Assoziie- 
rung wird also das physikalische Molekulargewicht > ju) und die Zahl der selbstindi- 
gen Elemente je 1 kg hat abgenommen. 

Nach Gl. (5) und (6) sind bei thermodynamischen Rechnungen stets die physika- 
lischen Begriffe Mol, Molekiil, physikalisches Mol usw. zu verwenden, was z. B. 
bei Bestimmung der speziellen Gaskonstante R = aS. Gaz 


. yo ° * lee . oe 
_ Da im fliissigen Zustand oder bei hohen Driicken mit Assoziierung zu rechnen 


ist, kann w (oder R) fiir den ganzen Zustandsbereich nicht mehr als Fest wert gelten; 
allen Rechnungen mit konstantem R (oder uw), die sich nicht ausschlieBlich 


zu beachten ist. 


auf den Gaszustand beziehen, z. B. den bekannten Zustandsgleichungen, 


kommt daher eine gewisse Ungenauigkeit zu und die Verschiedenheit der Assoziierungs- 
grade ist unter anderem als Ursache fiir die Nichtiibereinstimmung dieser Gleichungen 


-mit der Erfahrung zu betrachten. 
Beim festen Zustand und bei Annaherung an den absoluten Nullpunkt der Tempera- 


tur verliert der Gleichverteilungssatz seine Giiltigkeit. Die kinetische Energie ist nach 
den Gesetzen der Quantentheorie nur auf einige wenige Molekiile verteilt, wahrend die 
uibrigen bereits in Ruhe, d. h. als assoziiert oder als groBe Molekiilgruppen zu _ be- 
trachten sind. Die Zahl N/w der selbstindigen Elemente je 1 kg wird dann sehr klein 
(oder das scheinbare Molekulargewicht m sehr groB) und die ,,Temperaturenergie“ U, 
[keal/kg] verschwindet nach -Gl. (7) in héherer Ordnung als 7. 

Im Nullpunkt selbst ist nur mehr ein Kontinuum oder ein einziges GroSmolekitl 
mit dem scheinbaren Molekulargewicht uw = wo X 6,02: 107° vorhanden (uu. = che- 


_misches Molekulargewicht). In diesem ,,temperaturlosen Zustand verliert der 


physikalische Molbegriff natiirlich seinen Sinn. 

Die vorliegende Arbeit soll nicht etwa ein Vorschlag zur allgemeinen Einfiihrung 
der abgeleiteten Dimensionsformeln sein, sondern nur die Voraussetzung zur Anwen- 
dung dimensionsanalytischer Methoden in der Warmelehre schaffen, um auf diesem 
Wege zur Klarung bekannter Naherungsgesetze! oder zur Auffindung neuer Beziehun- 


_ gen beizutragen. Vel. z. B. die Einfiihrung reduzierter, d. h. dimensionsloser Tempera- 
_turen, Driicke und Volumina in die Zustandsgleichung oder die grofen Vorteile, welche 


das Rechnen mit dimensionslosen Gréfen oder Kennzahlen in der Warmeiibergangs- 
lehre ergeben haben. 

DaB die nach Einfiihrung der Temperaturdimension sich als dimensionslos oder 
mastabunabhangig erweisenden GréBen fiir viele Stoffe ahnlich und in manchen 
Fallen sogar gleich verlaufen, kommt in bekannten Naherungsformeln’ zum Ausdruck, 


was an zwei Beispielen gezeigt werden soll. 


1. Auf der Dimensionslosigkeit der Molwairme (uc,) beruht das von Dilong 
und Petit im Jahre 1818 aufgestellte Naherungsgesetz, daB die Atomwarme aller 
festen Elemente zwischen 20° und 50°C nahezu gleich ist und ungefahr 6,4 kcal 
je kg Atom betragt. 

2. Die Dimensionslosigkeit der molekularen Verdampfungsentropie von Flissig- 
keiten kommt in der Regel von Trouton zum Ausdruck, wonach die GréBe yw r/T fir 
alle Fliissigkeiten nahezu den gleichen Wert hat (r = Verdampfungswarme bei | ata). 

Abweichungen von Regel 2 sind nach obigem bei starker Assoziierung oder 
Dissoziierung zu vermuten, wenn also das scheinbare oder physikalische Molekular- 


Soreieat ys mit. Aoi ghemcchon Dig nicht awe 
die mehr oder weniger starke Assoziierung der Fliissigkeiten eine de 
Ursachen des VerstoBes gegen die Regel von Trouton bildet. | 

Die Regel von Dilong und Petit betrifft nur ein kleines aie icratigebiee 
Die Atomwarme fester Korper verlauft aber auch fiir tiefe Temperaturen bis zum 
Nullpunkt herab fiir alle Stoffe in ahnlicher Weise, was in der 1912 von Rasch ge- 
fundenen peter Se ) ‘ 


T. 


[x6 =. Ge (8) , 
ee fiir ganz tiefe Temperaturen in der von Debeye ebenfalls 1912 theoretisch 
abgeleiteten Beziehung: sf 3 
. (ace = b( 5| 


zum. Ausdruck kommt. 

In Gl. (8) und (9) sind a und b Festwerte, # und © bedeuten besondere, fiir jeden 
Stoff charakteristische Temperaturen. In diesen Naherungsformeln, die tbrigens 
gut mit der Erfahrung iibereinstimmen, kommen nun zwei dimensionslose GréBen, 
namlich uc baw. wc, und 3/7’ baw. T/O vor, so daB nach dem Vorbild der Warme- 
iibergangsbeziehungen ein grofer Giiltigkeitsbereich oder sogar Gleichheit der Fest- 
werte a bzw. 6 fiir alle festen Stoffe zu erwarten ist. 

Tatsachlich erhalt man bei Auftragung der einen dimensionslosen Grobe tiber 
der anderen, also der Atomwarme iiber (#/7'), fiir Korper mit regular kristallisierenden 
Elementen und Verbindungen mit Atomen nicht allzu verschiedenen Gewichtes nur 
einen einzigen Linienzug bzw. dieselbe Konstante a in Gl. (8). 

In der Debeyeschen Gl. (9) ist 6 eine universelle, fiir alle Stoffe gleich groBe 
aaa was von der Erfahrung gut bestatigt wird. 
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Dimensionen. Berlin: Teubner 1932. — 4 Warme- u. Kalte-Techn. 1939, 107. —* Das Kalantaroft- . 


Giorgische Mafsystem. Von Dr. Eugen Bodea. R. Oldenbourg 1943. 
(Eingegangen am 14. Februar 1946.) 


Zur Stabilitit des Einrotor-Hubschraubers. 
Von H. Parkus, Wien. 
Mit 5 Textabbildungen. 
1, Einleitung. 


Die Stabilitat des Hubschraubers mit einer oder mit zwei gegenlaufigen Schrauben 
wurde von B.v. Schlippe und R. Dietrich! im Anschlu8 an die Arbeiten von 


Th. v. Karman? und H. G. Kiissner® untersucht, und zwar sowohl fiir den Fall des — 


Schwebens an Ort, wie auch fiir den des Vorwiartsfluges. Diese Arbeiten setzen starr 


mit der Nabe verbundene Schraubenfliigel voraus. Im Gegensatz hierzu weisen die 
im Hubschrauberbau ausschlieBlich verwendeten Rotoren Schlaggelenke fiir die Dreh- 


fliigel auf. Die Stabilitat von Hubschraubern dieser Bauweise wurde unter Beschran- 


kung auf den Schwebezustand von K. Hohenemser! behandelt. Hierbei wurde — 


ein Hubschrauber mit zwei gegenliufigen Rotoren vorausgesetzt. 
Im nachstehenden werden die Ansitze von Hohenemser (ebenfalls fiir den 
Schwebeflug) auf Hubschrauber mit einem Rotor erweitert. Es wird zunachst die 


ae 
ee Se if 


(9) 


_—e"rTrlhL ee . 


tte : : 

als Gleichung sechsten Neaadex. ergebende TL lcebaae sageHAllt und aus 
dieser werden Hees einfavhere Naherungsausdriicke fiir die vor allem interessierende 
instabile Schwingungsform abgeleitet. 


2, Voraussetzungen. 


Wir nehmen rechteckige, unverwundene Blatter an und verwenden die von 
Hohenemser*® vereinfachten Glauertschen Gleichungen fiir die stationare Seiten- 
anstrémung einer Luftschraube. Weiters linearisieren wir das Problem in der tiblichen 
Weise, indem wir kleine Schwingungsamplituden voraussetzen. Auferdem nehmen 
wir an, dafi die Blatter naiherungsweise in einer Ebene umlaufen, wihrend sie in 
Wirklichkeit einen flachen Rogaictum pt beschreiben. SchlieBlich setzen wir voraus, 


da8 zwischen Blattanstellwinkel und Schlagwinkel des Fligels keine Kopplung 
- besteht, da8 also der Anstellwinkel durch die Schlagbewegung nicht beeinfluBt wird. 
Bei verwundenen Blattern mit beliebigem Umrif legt man der Rechnung den 


mafgebenden Fliigelschnitt in 0,7 R gugrande: 


3. Die Grundgleichungen. 


Eine in ihrer Ebene angestrémte Schraube erfordert zum Ausgleich der ‘Roll- | 


und Liingsmomente eine periodische Anderung des Blattanstellwinkels 9 gemaB der 
Beziehung ee ins, (1) 


wo #, den mittleren Anstellwinkel und #, die Amplitude der tiberlagerten periodischen 
Schwankung bedeutet. y ist der von der riickwartigen Blattstellung im Umlaufsinn 


gemessene Drehwinkel des Blattes. Samtliche Anstellwinkel sind auf die Nullauftriebs- . 


linie bezogen. 
Der Winkel #, hangt mit dem Fortschrittsgrad « = ~. (v = Fortschrittsgeschwin- 
digkeit, w = Umfangsgeschwindigkeit an der Fliigelspitze) mittels der Gleichung 
. J, = 29 uw ~ . (2) 
zusammen. 
Beim waagrechten Flug wird diese erforderliche periodiache Anstellwinkelanderung 


durch entsprechende Steuerorgane (Schwenkring) bewirkt. Sie tritt. jedoch bei seit- 
licher Anblasung auch selbsttitig dadurch ein, dafi sich die Schraubenkreisebene 


‘um den Winkel #, in Richtung der Anstrémgeschwindigkeit nach riickwarts neigt; 


da die Richtung der Drehachse unverandert bleibt, mtissen also die Schraubenblatter 
eine entsprechende Schlagbewegung um ihre Schlaggelenke ausfiihren. In der neuen 
Schraubenkreisebene ist dann die Bedingung (1) erfiillt. 

Bei der Anstrémung der Schraube in ihrer Ebene tritt auBerdem eine in dieser 
Ebene wirkende Kraft auf, die in die Richtung der Anstrémung fallt (Seitenkraft £,,) 
und die die GréBe 


By = boa a = (3) 
hat, wobei die Seitenkraftziffer k, aus 
k, =o fad <g. (4) 
zu berechnen ist. Hierbei ist 
et 
Ee (5) 


_ die Flachendichte des Rotors (Fliigelzahl z, Fliigeltiefe t, Schraubenradius £) und c¢,, 


der Widerstandsbeiwert des Fliigelprofils, der hier mit einem Mittelwert iber den 
in Frage kommenden Anstellwinkelbereich einzusetzen ist. 


Wir zerlegen die Sian des Hiupesuves in zwei 
Bewegung in der Langsebene und Bewegung in der Querebene. Die Bewegung in. 
jeder dieser beiden Ebenen setzen wir zusammen aus einer horizontalen Verschiebung - 
des Schwerpunktes und einer Drehung um den Schwerpunkt. Da der Schub der 


Schraube in erster Naherung konstant bleibt, kann eine vertikale Schwingungsbewegung - 


nicht zustande kommen. 

Wir bezeichnen die Verschiebungsgeschwindigkeit des Schwerpunktes in der 
Langsebene mit v, (Abb. 1), den Drehwinkel um den Schwerpunkt mit «. Ebenso 
die Verschicbungsgeschwindigkeit des _Schwerpunktes in der Querebene mit 0, und 
den Drehwinkel in dieser Ebene mit «. Alle auf die Querebene bezogenen GrdBen 
werden durch Uberstreichen gekennzeichnet. 

Beziiglich der Vorzeichenwahl setzen wir fest, daB alle Geschwindigkeiten und — 
Krafte das positive Vorzeichen erhalten, wenn sie in der Langsebene in Hineichtine 
und in der Querebene nach links, in Flugrichtung gesehen, gerichtet sind. 


Abb. 1. cs Abb. 2. Abb. 3. 


Der Abstand des Flugzeugschwerpunktes vom Rotormittelpunkt sei s. Wir er- 
halten dann fiir die resultierende Geschwindigkeit des Rotormittelpunktes 


in der Langsebene v=, + 8 &; ; 


ey 


in der Querebene o=0, +54, 


wobei « = ce die Winkelgeschwindigkeit der Drehbewegung um den Schwerpunkt 


bezeichnet. 

Wir denken uns nun das im Schwebezustand befindliche Flugzeug durch irgendeine 
auBere Storung (Béenangriff) aus seiner Gleichgewichtslage gebracht (Abb. 1) und 
untérsuchen die dadurch entstehende Bewegung. In der nachstehenden Tab. 1 sind 


die auf das Flugzeug wirkenden Horizontalkrafte, in Tab. 2 die entsprechenden — 


(6) 


Komponenten: ee | 


2 


F 


Momente um den Schwerpunkt zusammengestellt. Wir setzen hierbei voraus, daB_ _ 


der Momentenbeiwert c,, des Fliigelprofils, bezogen auf den aerodynamischen Mittel- 
punkt, gleich Null ist, so da’ Momente um die Blattlangsachse nicht entstehen.* — 

Zu den Tabellen ist im einzelnen folgendes zu bemerken: 

Zu 3. Um die Rotorebene bei der Drehung um den Scttrorpntiit in die neue 
Richtung zu driicken, ist ein aerodynamisches Moment zur Uberwindung des Kreisel- 


momentes notwendig, welches durch eine Riickneigung #, der Rotorebene aufgebracht _ 


wird. #%, ist unabhangig von der Fliigelzahl, denn es gilt fiir jeden Fliigel 
R s 
@ 
2 


— 


2Jpawsiny = \ ca’ Os sin? y = wrir:dr = cy! 0, o£ Ft. sint yp. (7) — 
ty) 


w ist die Winkelgeschwindigkeit des Rotors, Jp das Massentragheitsmoment eines | 


Ce a ee ee eee —s 


.—_) 


a, bciallall, 


Zu 5. Bei der Drehung um den Schwerpunkt dreht sich die Rotorebene mit der 


_ Winkelgeschwindigkeit .« um O (Abb. 3). Die Blatter werden daher senkrecht zur 


Tabelle 1. Kraifte in der orisoutelabens. 


. Seitenkraft R,, = —k, F = w, 


ky = oO 


Liangsebene 


wobei 


2 


. Schubkomponente —S#%, zufolge Riick- 


neigung durch Anblasung mit v, wobei 
‘ v 
a, = 2 By vag. 


. Schubkomponente —S*%, zufolge Kreisel- 


16JF & 


wirkung, wobei By = “¢,’@ p RYE 
a 


. Tragheitskraft — a v%, = — 85 (© — s &). 


g 


. Auftriebsinderung durch Drehen um den 


Schwerpunkt; ergibt Seitenneigung %, der 
Rotorebene. 


. Schubkomponente + S «. 


7. Fligeltragheit; ergibt Seitenneigung #, der 


10. 


EF. 
12. 


13. 
14. 


Rotorebene. 


. Keine Kopplung. = 


. Keine Kopplung. 


Keine Kopplung. 


Keine Kopplung. | 
Schubkomponente analog 5. — S#,, wobei 


Pe 


eel 


Keine Kopplung. 

Schubkomponente analog 7. — S#,, wobei 
SJR a = 

Cc, wo Rt. - 


oe 


Querebene 


Keine Kopplung. 


Keine Kopplung. 


Keine Kopplung. 


Keine Kopplung. 
Schubkomponente 4+ 895, wobei 0, = a 


Keine Kopplung. 
Schubkomponente + So, wobei 


ry a SIF «x 
XO GF ORE 
Z = = 0 aren © Cry 
Seitenkraft R, = —k, Fw mit k, = 0 — —}- 
2 wu 2 
Schubkomponente analog 2. — S 9%, wobei 
x v 
O. = 2:0, me 


Schubkomponente analog 3. —S 8, mit 
y+ ii 16 Jr teh 
oe se epe at; 
Tragheitskraft — s (v — 8a). 


Auftriebsinderung durch Drehen um den 
Schwerpunkt. 


Schubkomponente + Sa analog 6. 
Einflu8 der Fligeltragheit. 


Lingsebene 


Querebene 


15. Moment. der Seitenkraft 1. — R, s. 


. 16. Moment der Schubkomponente 2. — S#, s. 


17. Moment der Celaya ea 3. — Se, s. 


“18. Moment der Tréigheitskriifte Bs 


20. Moment des Schad bonantnitiee® M=0. 


26. Moment der Schubkomponente 12. — 8 #, s. 


29. Fliehkraftmoment 
| —2 Pry (9, + 9, + 8, + 9). 


28. Moment der Schubkomponente 14. — 8 Da Se 


| Moment 


Moment 
Moment 
Moment 
Moment 


Moment 


Moment 


der Soleo? 5. + 8 85 8. 


der Schubkomponente 1. AOR 
der ‘Seitoulopatt 8. — Te Ss. 
der Schubkomponente 9. — 8 #; s. 


der Schubkomponente 10. — S Og 8. 


der Tragheitskrafte —J Oe 


des Schraubenschubes: M = 0. 


Fliehkraftmoment 


+2 Pps (d, + 5 — 8 — 4). 


Die Massentraigheitsmomente J um die Querachse und J um die Langsachse sind ohne 
Rotormasse zu nehmen! 


Rotorebene mit der Geschwindigkeit v’ = r & cos y angestrémt. Damit andert sich der 


Blattanstellwinkel um A#, wobei 


(Ad =tg49=2 


ist und es entsteht ein Monéns 
R 


uae ae cos 
aS or ¥ 


ae , @ PASE ge Q Wins 
M=\c, AG> ow tr dr = Cy aw +4 t- cosy 


pro Fliigel. 


5 R 
wine a oS +t: cos y 


vs 
93 ist unabhangig von der Fliigelzahl. 


Diesem Moment wird durch 
gehalten:  . ‘ 


I 


Oi 


die Seitenneigung 9; das Gleichgewicht 


es 
9 4 '* COSY. 


Wenn w im Uhrzeigersinn, von oben gesehen, dreht, so wirkt die Schubkomponente 
S 9, in der Querebene nach links, wenn & positiv ist, erhalt also positives Vorzeichen. 
Zu 7. Bei der Drehbeschleunigung « entsteht durch die Fliigeltragheit ein Moment, 
welchem wiederum durch eine Seitenneigung 9, das Gleichgewicht gehalten wird: 


M=Jy xcosy = Cy 


2 


ee 4 
por 2A t- cosy. (9) 


Ist. die Winkelbeschleunigung positiv, so wirkt die Schubkomponente S 9, nach 


links, erhalt also positives Vorzeichen. 


Zu 29. Wenn die Schlaggelenke exzentrisch liegen (Abstand 2 a), entsteht bei 


(8) 


alt op une Pu ol 


a 


~_achse durch ‘die 
Moment. Es ist z. B. in der Langsebene bei einer 


Rie err (5 a a. 
Der stationire Anteil dieses Momentes betragt daher 
_ fir z Fligel ao 
M. ges — %* aE F795 (10) 


und fiir Drehen um den Schwerpunkt in diesen beiden Ebenen lauten 2 ee: 


rebene | peleddbers der or. . 
Flichkraft Py der Rotorblatter ein ~ 


Riickneigung 8; des Rotors (vgl. Abb. 4) je Fliigel: 


M = Pp cos yasin #; cos p ~ Ppa 8, deg \ 


5. Die Frequenzgleichung. 


Die vier Bewegungsgleichungen fiir Verschieben in der Langs- und Querebene 


ae So,— $8— F688) +8a—89,— 8H =0, 
—Ek, F §w—8 9,—89,— © ©—s 5) AP Oe © +$0,=0, 
—ky PFlwes—S8, g— S95 Net eerie nk rae eas (11) 


—k pee Pa Nhs She Say eG s+ 80,8 + 
Nes Pig 5 (9s ane ces ee | 


Wir setzen zur Abkiirzung 


8 JF te Ore ” By a 
tore BAtlas? San. cs uw oe “S 
s eer = Os ePr a m2) 
. Bet a ee uw ar 


und erhalten damit aus (11) das nachstehende homogene, tneaue System von vier 
gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 
Gi+Br—2 i +20di—a +444 a = 0, 


7 b+ Bi—~ a +2o0Aa—a—Ad——& = 0, 


2 ; (13) 
Cv +p t2Qocdit+cAa+— cH =0, 
Cott, %+2mcdAa—cAi——ca=0. — | 
Mit dem Lésungsansatz ; 
De gO IME = OF OS Oy) (14) 


erhalten wir ein System von vier linearen, homogenen Gleichungen in den 2p, 
welches nur dann eine von der trivialen Lésung verschiedene Lésung besitzt, wenn 
die Systemdeterminante verschwindet. Diese Bedingung liefert eine Gleichung ~ 
sechsten Grades in A, die Frequenzgleichung. Sie hat die Form 
a Bta,h+a,4+a,B +a? +a;4+a,=90 (15) 


und ihre Koeffizienten lauten 


¥ * ors * de 
ae \ oan ie 
as. Pt et 
Pubes 


m= 2055 (eG —1) + og as (9+ 2004) + aay ee). 
a, = A(eF —1)'+ 44 (oF — 1) a7 + (eee) + a(s+20eq) +. | 
eae TH |sB+20A(205— 1)| + gee baeer ! 


a= 2pod(e+20¢5)—(Slaleg—Ntiete—-y + fe” 
ee ae ae AB(eG— 1)) | 
anton ee— Set erteed eae Be 
a,=4A(cz —1), 


Die Hepquenasleiane besitzt, wie eine zahlenmaBige Durchrechnung zeigt, fiir 
die in Frage kommenden Werte ihrer Koeffizienten drei Paare konjugiert komplexer 
Wurzeln. Um Stabilitat, also abklingende Schwingungen, zu gewahrleisten, miiBten 
die Realteile dieser Wurzeln negativ sein, die Beiwerte der Frequenzgleichung also 
den Hurwitzschen Bedingungen geniigen. 


H. Bilharz® hat eine einfache graphische Methode angegeben, um fiir Gleichungen | 


fiinften und sechsten Grades das Erfiilltsein dieser Bedingungen zu iiberpriifen. Die 


Durchrechnung ausgefiihrter Hubschrauber ergibt nun, daB Gl. (15) keineswegs eine _ 


Hurwitzsche Gleichung ist, se daB stets eine der drei mdglichen Schwingungs- 
formen instabil ist. 


Die Berechnung der Schwingungsdauer dieser instabilen Schwingung in nun vor 


allem nétig, wenn man sich dariiber Klarheit verschaffen will, inwieweit die Instabilitat 
die Flugeigenschaften beeintrachtigt bzw. inwieweit sie durch Gegensteuern vom 
*Piloten ausgeglichen werden kann. Hierzu hatte man die Gl. (15) zu lésen (z. B. nach 
dem Graeffeschen Verfahren), was mit einem sehr erheblichen Arbeitsaufwand 
verkniipft ist. Es sollen daher nachstehend aus den Gl. (15) und (16) Naherungs-- 
ausdriicke abgeleitet werden, welche die Berechnung der instabilen Schwingung in~ 


einfacher Weise erméglichen. 


6. Niherungsformeln. 


Wir gehen hierzu von den Beziehungen aus, die zwischen den Wurzeln_ einer 
algebraischen Gleichung und ihren Koeffizienten bestehen. Diese Beziehungen lauten 
unter Bezugnahme auf Gl. (15) 


ia ee (17) 


Oi ,'e 76) ¥).0) 00 sie, 6 eke es eee 


= 


a ate en ‘unter nen Matiniericeichen ohne Riietechatunr zu bilden 
% sind, Bezeichnen wir nun die drei Paare konjugiert komplexer Wurzeln mit 


Avg =U, £7%, ae ; 
Ae = Us + ) U3, (18) 4 iz 


} 7 A5,6 = Us st 0, ey: x 
-- 80 zeigt die numerische Durchrechnung unter Annahme praktisch in Frage kommender aia 
Werte der Koeffizienten, da8 stets eines der drei Wurzelpaare dem Betrag nach ungleich ae 
gréBer ist als die librigen. Es sei dies /,,.; dann gilt ee 
= Sus baw. wy S us, | ; a 
a i uw? + 0% Sus? + ve baw. wu? + 0, > us? + 032. r 
Beriicksichtigen wir dies, indem wir in den Gl. (17) die entsprechenden Glieder ver- se ¥ 
nachlassigen, so erhalten wir die Beziehungen | a 
ss asi 2 Pra ae 
| 2u, Gy’ uy + vf = + Gy’ ) Par Ra. 
; (uy? + 2°) (2 ws + 2 U5) = — 4, ae 2 2 
‘ 0 a 
(ay? + 047) (v3? + 05?) = + <4, (19) ae 
° la <7 % 
Bee i 
(Uy? + 04?) [(us? + 057) 2 Us + (us? + 05%) 2 us] = — z : Be 
(uy + 04") (ws? + v5") (us? + 057) = + a } E ase 
Aus den beiden ersten dieser Gleichungen lassen sich uv, und 7, unmuttelbar berechnen. ae 
Die tbrigen liefern ie. 
. = $a 
r (us* + v3") (us? + 03?) = Ss, Us + Us = — =, ee 
a As 2 A, ( 2 0) ee 
oe ; Bee 
; (ws? + v5?) Us + (ws? + 057) Us = — sh, Watt U5 as mae sage 
2 dy LE) oo 
: Die Koeffizienten der Frequenzgleichung sind mit Ausnahme von a, immer positiv; c i : 
3 a, kann (bei negativer Exzentrizitat der Schlaggelenke) auch negativ werden. Da, = 
| wie schon friiher erwahnt, einer der beiden Werte wu; und u, stets positiv ist (instabile ye: 
_ Schwingung), mu8 der zweite Wert stets negativ sein (stabile Schwingung). Wir i 
bezeichnen den positiven Wert mit w;, den negativen mit w; und eliminieren aus den aa 
Gi. (20) die GréBen uw, und v,. Wir erhalten, wenn wir noch zur Abktirzung ae 
setzen, die beiden Gleichungen 
2 Us (dz Ww? — dg) = A, W — A; U*, 3 | (22) 4 : 
8 age w us? + 4 dy dy Ws + (40, a4 + 32) w— 4? w—4a,a, = 9. j ‘ as og 
In der zweiten der Gl. (21) konnen wir noch a,? gegeniiber 4a, a, vernachlassigen. - 4 


Dies ist bei den in Betracht kommenden Zahlenwerten durchaus zulassig. Damit 
ergeben — schlieBlich die gesuchten Naherungsformeln fiir die instabile Schwingung oo 


a; Ww? —a,w y (23) 


Paes 2 (ag — Gq w?) * = 
= x as —asw + Vag? w? + 8 a, w (ag + ay W? — ay w) (24) pest 
F ? U3 = cere hg pf. a, Ww Se : cm F 


or 


Ingenieur-Archiy I, 1-2. 


Die beiden Gleichungen lést man am besten graphisch, 
indem man die beiden, diesen Gleichungen entsprechenden 
Kurven fiir positive Werte von w; und w zeichnet und ihren 
Schnittpunkt bestimmt. Abb. 5 zeigt den prinzipiellen Ver- 
lauf dieser Kurven. 


Aus uz und v, folgt dann die Schwingungsdauer T 2. 


= Se Das Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender 


Schwingungsamplituden (,,Aufschaukelungsfaktor‘“‘) ist e””. 


7. Zusammenfassung. 


Fiir den Hubschrauber mit einem Rotor wird die Stabilitat im Schwebeflug unter- 
sucht. Aus der sich als Gleichung sechsten Grades ergebenden Frequenzgleichung 
folgt, daB drei verschiedene Schwingungsformen mdglich sind, von denen eine stets 
instabil ist. Fiir diese Schwingung werden einfache Naherungsformeln abgeleitet, 
welche eine rasche Ermittlung der Schwingungsdauer und des Aufschaukelungsfaktors 
ermoglichen. 
Literatur: 
1B. v. Schlippe us R. Dietrich: Zur Stabilitiét der Hubschrauber. Schriften der Deutschen 
Akademie der Luftfahrtforschung, H. 16. Minchen u. Berlin 1940. — ? Th. v. Karman: Theoreti- 
sche Bemerkungen zur Frage des Schraubenfliegers. Z. Flugtechn. Motorluftsch. 345 (1921). — 
3H. G. Kiissner: Probleme des Hubschraubers. Jb. 1937 dtsch. Luftf.-Forschg. I, S. 241. — 
4 K. Hohenemser: Uber die dynamische Stabilitaét des Hubschraubers mit angelenkten Fligeln. 
Ing.-Arch. 9, 419 (1938). — > K. Hohenemser: Zur Frage der Flugleistungen von Drehfliiglern. 
~ Ing.-Arch. 8, 433 (1937). — ® H. Bilharz: Geometrische Darstellung eines Satzes von Hurwitz 
fir Frequenzgleichungen fiinften und sechsten Grades. Z. angew. Math. Mech. 21, 96 (1941). 
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Der freie Rand an rechteckigen Platten. 
Von W. Dworzak, Wien. 
Mit 8 Textabbildungen. 


1. Einleitung. 


Die Entwicklung geschlossener analytischer Ausdriicke fiir den Singularteil der 
KinfluBfelder’ hat sich als auBerordentlich fruchtbar erwiesen. Solange der Aufpunkt * 
eines Einfluffeldes im Innern des Plattenbereiches liegt, kann der die klassische 
Singularitét erginzende Regularteil durch gut konvergierende Reihen dargestellt 
werden. Riickt jedoch der Aufpunkt an einen Plattenrand, so entartet die Singularitat. 
des EinfluBfeldes und die klassische Form der Singularitat ist nicht mehr maBgebend. 
Die Singularitat nimmt in Abhangigkeit von den Randbedingungen besondere Formen - 
an. Die entarteten Singularitaiten des eingespannten und des frei drehbaren Platten- 
randes sind bereits bekannt.2. Hingegen ist der freie Plattenrand noch keiner ent- 
sprechenden Betrachtung unterzogen worden. : 

Bisher wurde das Problem der Platte mit freien Raindern von Ohlig? bearbeitet, 
der die Differentialgleichung fiir die Durchbiegung einer Platte durch Reihenansatze 
integriert. Diese werden bei Hinzellasten in der Nahe des Aufpunktes divergent. 
Um eine Konvergenz der Reihen herbeizufiihren, ersetzt Ohlig die Einzellast durch 


si 


an rechteckigen Platten. sae 


\ 


_ eine kurze Linienlast. Die Losung kann daher nur in einiger Entfernung vom Aufpunkt 
gute Ergebnisse bringen. Eine weitere Arbeit iiber das Problem wurde von Olsen und 
Reinitzhuber* angekiindigt. Die Verfasser bedienen sich ebenfalls der Reihenansatze. 

_ Mit reinen Reihenansitzen ist es jedoch nicht méglich, den Charakter der am 
freien Rand entarteten Singularititen in der Umgebung des Aufpunktes zu erkennen. 
_ Aufklarung hieriiber kann nur eine Lésung in geschlossener Form bringen. 

Es ist das Ziel dieser Arbeit, die entarteten Singularititen am freien Plattenrand _ 
fiir das Biegungsmoment und die Querkraft darzustellen und der Ermittlung von 
EinfluBfeldern dienstbar zu machen. : 

Wahrend der letzten Jahre sind bei den Reichsautobahnen wiederholt Platten- 
briicken, und zwar mit erheblichen Abmessungen gebaut worden. Solche Platten- 
briicken sind theoretisch als Rechteckplatten mit zwei gegeniiberliegenden freien 
Randern anzusehen. Die EinfluBfelder solcher Platten gewinnen daher auch praktisches 
Interesse. Am SchluB der Arbeit wird der Weg zur Berechnung dieser. EinfluBfelder 
und die Ausdriicke fiir einige wichtige Falle angegeben. 


2. Die Biegefliche infolge einer am freien Plattenrand angreifenden Einzellast. 


Die von einer an einer freien Begrenzungsgeraden einer Platte angreifenden Einzel- 
last P = 1 erzeugte Biegeflache ist ein Integral der Differentialgleichung 4 Aw = 0, 
das im Angrifispunkt der Kraft eine singilare Stelle hat. Der Singularteil ist eine 


Entartung der klassischen Singularitéat Ky = Pin = und wird mit K,'™ sym- 


iF 
8aN 
bolisiert.2 Nadai® gibt einen analytischen Ausdruck fiir diese Biegeflache an: 


i — Td al 2 <3 4} 7] 
Ky = 334 )aN ee y sin 2 y - cos 2 p In = pee | (221) 


r = Fahrstrahl vom Aufpunkt (w) zum Punkt (a, y), h = Langenein- 


cakes Platiensteriokelt 
12 (1— ) = attenste. 1 el - 


_ In (2, 1) ist, wie in der Plattentheorie tiblich, vorausgesetzt: 
Der Baustoff sei homogen und isotrop, das Hooksche Gesetz giiltig, 
die Plattenstarke klein gegeniiber den anderen Abmessungen und 
die Durchbiegung klein gegeniiber der Plattenstarke. In den folgen- 
den Uberlegungen wird ferner die Querdehnung vernachlassigt 
(vy = 0). Bei allseitig gelagerten Platten ist diese Vereinfachung 
unbedenklich, da die Randbedingungen bei lotrecht festgehaltenen 
Randern von der Querdehnung unabhangig sind und der Einflu8 
von » immer noch nachtraglich beriicksichtigt werden kann. Ein Abb. 1. 
freier Plattenrand bedingt neben verschwindender Querkraft auch 
das Verschwinden des Biegungsmoments, dessen Gréfe jedoch von » beeinflubt wird. 
Da aber die Querdehnungszahl » des Betons klein und ein mit der Betonzusammen- 
setzung veranderlicher Wert ist, wird » = 0 vorausgesetzt. 


ane y=0 und r=/(ex—u)?t+ ¥ 
lautet (2, 1) in kartesischen Koordinaten: 
1 (c—uyP+ y? 2 21 (2 1 
6aN h2 -(a—u)? + y?). (2, 1a) 
In dieser Form kann K,!, um die héheren Singularitaéten zu erhalten, nach den 
Koordinaten des Aufpunktes differenziert werden. Da der Aufpunkt voraussetzungs- _ 
gemaf am freien Plattenrand y = 0 liegt, ist seine Lage im Bereich der Platte nur 
mit w veranderlich. Es kann daher (2, 1a) in der Richtung senkrecht zum freien Rand 
‘nicht nach der Koordinate des Aufpunktes differenziert werden. Diese Differentiation 
“ 


heit, »y = Querdehnungszahl, NV = 


freer Fand 


UW 


Kju@i= 


(x — u)? In 


+ 2(%—u) yare tg ao 


| Eand Asie ie ee werden, da die hdheren § 


und Querkraft senkrecht zum freien Plattenrand entsprechend den Randbe 
im ganzen Bereich identisch verschwinden missen. 


3. Die héheren Singularititen von A4w = 0 am freien Plattenrand. 


- Durch mehrmalige Differentiation erhalt man aus der primaren Singularitat 
(2, la) die Singularitat fiir die Verdrehung ~ 


aK Ul ick aca Wei . 
f= ay (@— 4) n- SoS 42 (@—u) =" ete 
fir die Kriimmung (das — 1/N-fache Biegungsmoment) : 
eK ia (7 — uP + y? (x — uP oe 
er ote e-  (#—up+y¥ +3}. Cee 
Cie Pad ae _ aK 
Wegen aa =0 wird 4K UU = eo 
Die Singularitat fiir die Querkraft wird 
_ py 4K _ 2 , (ew [(e—uPt+2y] (3, 4) 


S ou 3% [(e—uyP + y?P 
Zur Untersuchung dieser Singularitaten empfiehlt es sich, nach der Differentiation 
wieder Polarkoordinaten einzufiihren. 


aK Ur 9 aes : 
Be ay r|(1 + Inj} sin g + 9° cos g|. (3, 2a) 
2K Il ia om 
é _ = AK =~ sar l2 In= + sin? p + 3). ‘ aa (3, 3a) 
OAK eo 2 sie 
ee th a Se (1 + cos? 9). (3, 4a) 
a) Kriimmung bzw. —1/N-faches Biegungsmoment. 
2K, il : 1 


ae es =s2y'(2mt + sin? p +3). 

_ Die Darstellung in Polarkoordinaten gibt Aufschlu8 tiber die Gestalt eines 
Horizontalschnittes der Singularitat, die man sich sehr anschaulich als doppelt ge- 
kriimmte Flache vorstellt. Ein solcher, im Abstand k 
von der Tee ee liegender Schnitt folgt oes 
Gleichung = (aNk—1) =e 

yooh: 5 Gees. (3, 5) 
Demnach sind alle ide eee ahnliche Kar- 
ven von der Form 


sin? p 


ea Uiee 2 mit C=] (k) =h- aaa Cg 


trerer Frond 


sin? » 


k=— ~2>. Mit der bekannten 
Formel ae . 

, ie eee hs 

Abb. 2. rice esr ae 


* wird bei » = 0 der Kriimmungsradius 9 = 2, bei g = + % hingegen wird 9 = 


die Horizontalschnitte laufen am freien Plattenrand mit verschwindender ie 
an. Der Flacheninhalt eines Horizontalschnittes ist 


g=0 Fir den in Abb. 2 dargestellten nese 


é 


pee ey 
PiEy 2 h2 3(nNk— Ba tsee 
F (k) = " 2s dp ae aa e (a 1) : é sin? p ‘ do. 


Hered ‘ M4 nu 
2 


Mit geniigender Genauigkeit wird 


\- sin? . dp = 2,025. 


Die Berechnung des Integrals erfolgt numerisch. ’ 
Wahrend die Singularitaét im Aufpunkte gegen — oo geht, bleibt der Inhalt des 


_ unter dem Horizontalschnitt & liegenden Korpers endlich 


k k 
V (k) = \ F (k) dk = 7 pa \ 7". ak = 0,005349 
_ —'co 
Bei Vernachlassigung der Querdehnung (vy = 0) wird das Biegungsmoment gleich 
der (— V)-fachen Kriimmung. Daher ist, um (3, 6) auf die MomenteneinfluBfelder 
anwenden zu kénnen, fiir V-k = —~x zu setzen. . 


eitNnk 


We. (3, 6) 


V (x) = 0,005349 e— °** - Az. 
b) Querkraft. Nach (3, 4a) ist 
dane OS Laine 
aN, ae ok TE (1 + cos? ¢). 


Die Hdhenlinien im Abstand x =—N-k von der 
Bezugsebene folgen der Gleichung 


ne Soe sin g (1 + cos? ¢). 
Abb. 3 zeigt die Hohenlinie x = +-3~,. Die Hohen- 
linie x = — — ist in bezug auf die Achse gy = 0 


treer Fand 


dazu symmetrisch. 
Im Aufpunkte wird der Kriimmungsradius @ der 


Schichtenlinie gleich h und bei g = + ist @ = oo. 
Die Kriimmung des Horizontalschnittes verschwindet am freien Rand ebenfalls. 
Der Flacheninhalt eines Horizontalschnittes wird 


Abb. 3. 


1 2 3 val 
Sy Sra be (y, x) dp = se go sin? p (1 + cos? gy)? dp = 0,01437 —.. 
; : 0 
Der Inhalt des iiber einem Horizontalschnitt liegenden unendlich langen Schlauches 
ist wieder endlich eva a 
V (x) = \ F() dx = 0,01437 | “ = 0,01437—. (3, 7) 


Mit Kenntnis der entarteten Singularitaten fiir Biegungsmoment und Quer- 
kraft (3, 3) bzw. (3, 4) konnen die HinfluBfelder von Platten mit mindestens einem 
freien Rand unmittelbar berechnet werden, indem der Singularteil durch ein regulares 


ca ivi Wig 


Integral von en = =0 nies a so daB simtliche Randbedinsenven 
erfiillt sind. Der Rechenaufwand ist hierbei verhaltnismaBig groB, da dunoh den 
Regularteil die Randbedingungen entlang mehrerer Rander befriedigt werden miussen. 
A. Pucher’ zeigt die groBen Vorteile, die die Verwendung von modifizierten Singulari- 


taten zur Berechnung von EinfluBfeldern mit sich bringen. Modifizierte Singularitaten — 
_ sind solche Ausdriicke, die neben der klassischen Singularitat, die fiir die Umgebung 


des Aufpunktes allein charakteristisch ist, ein regulires Integral von 4Aw = 0 ent- 
halten und damit geforderte Randbedingungen schon teilweise erfiillen. Gelingt es, 
eine modifizierte Singularitat zu finden, die den Randbedingungen des gesuchten 
EinfluBfeldes schon an mehreren Randern geniigt, so ist es einleuchtend, da8 sich 
dann die Berechnung des Regularteiles wesentlich einfacher gestaltet. Es werden 
im folgenden modifizierte Singularitaten fiir den Plattenhalbstreifen mit dem Auf- 
punkt am freien Rand desselben entwickelt. 


4. Die héheren Singularitéten von 4 4w = 0 am Plattenhalbstreifen. 


a) Der Halbstreifen mit einem freien Rand, allgemeine Lésung. 


Die Durchbiegung w eines Halbstreifens unter einer gegebenen Belastung setzt 
sich aus einem partikularen Integral w,) der inhomogenen Differentialgleichung 


AAw = — und einem regularen Integral w der homogenen 


a 


Gleichung 44w = 0 zusammen. Die Differenz w)—w muB die 
vorgeschriebenen Randbedingungen erfiillen. Ist wy gleich der 
Durchbiegung des unendlich langen Plattenstreifens, dann brauchen 
durch Hinzufiigen von w nur Biegungsmoment und Querkraft 
langs des freien Randes des Halbstreifens zum Verschwinden 
gebracht werden. 

Mit den dimensionslosen Koordinaten & = =, i= 2 schreibt 
man das regulare Integral als eine Summe an, 


w= S'sinnné(A, + B,nan)e*™, (4, 1) 


die die Navierschen Randbedingungen lings der Rander = 0 und & = 1 erfiillt 
und zwei Freiwerte (A,, B,) enthalt. Da langs des freien Randes Biegungsmoment 
und Querkraft verschwinden, stehen zur Erfiillung der Randbedingungen entlang 
y = 0in w diese zwei Freiwerte zur Verfiigung. Bei Vernachlassigung der Querdehnung 
(vy = 0) gilt entlang des Randes y = 0 : 

ew, Ow _ ew Bw aw Bw 

ag aye = 0 und (FP +2 sae) —lae Peele 
Die Randwerte w, in entwickelter Form seien oe 


aw 3 . 
apt [= gesin ns aa, ay = tis: sin nz €. (4, 3) 


y=0 y= A 
Hiermit ergeben sich in (4, 2) fiir jedes n zwei lineare Gleichungen mit den Unbe- 
kannten A, und B,, die daraus eindeutig berechnet werden kénnen. 


2 & 
ue (4,— 2B) —9, = > 
: 4, 
si (Aa — By) Wy = 0 ( % 


Demnach wird 


= sao [m+ aha): | 


ey, oO) DIE: 8: ngularitat fiir das Randmoment am 


Halbstreifen. 
Unter Verwendung der im Abschnitt a) gezeigten allgemeinen Losung 
erhalt man die Randmomentensingularitit am Plattenhalbstreifen, wenn 
man an Stelle von w, die modifizierte Singularitat — N eet fiir 
das Biegungsmoment m, am Plattenstreifen® setzt, diese entsprechend 
den Randbedingungen des Halbstreifens durch ein regulires Integral w 
erganzt und sodann den Aufpunkt an den Rand wandern lat (¢ — 0). 


t 


Mit den dimensionslosen Koordinaten 6 = =, $= ~ wird 
2K IV ; 
NS - = a aes’ [l+na(n—e)]e"*"®-sinn a €. 
' n : (4, 6) 
Die Vorzeichen gelten fiir y2=v. Die x-Achse (y = 0) bildet den 
freien Rand des Halbstreifens, daher- y <v. Die Differentiation von Abboe: 
(4, 6) gibt die Randwerte 


eon | = ; 5a : ) 

— aye an ines n-sinna6(l—nae)e "**+sinnaé = 
0 n 
= >"4, sin nz &, 
n 
, 4,7 

—y{ 3 - @K,! oe ) 2) es ( ? ) 

oy? eu Ox? OY ou 


y=0 


2 
== 2 msinnzd(2+naele ""*+snnazé = » h, sinnaé. 
nr i n 


— 
( 


Die Werte von (4, 7) bringen, in (4, 5) eingesetzt, 


Ih sin nz 6 —n 
oO ang soe (5+nmele”’, ~ 
1 sin nz 0 2s 
Pee es a et ae) € ee 


Der Regularteil w (4, 1) wird demnach 


1 sinnz6 


ie Sey as [5tnunmet+(l+2nan)le**"*?-sinnwé. 
n . 
@k lv 


Die Differenz (—y — io) ergibt die modifizierte Singularitét fiir m, am 


- Ou 


3 Halbstreifen, solange der Aufpunkt innerhalb desselben liegt. La&8t man nun den 


Aufpunkt an den Rand wandern (e = 0), so erhalt man die modifizierte entartete 

Singularitaét fiir das Randmoment. 

gt sin n x 6 2 
Out 8x = n 


+tnanye """-sinnawé. (4, 8) 


Da die entwickelte Form fiir die Darstellung einer Singularitat in der Nahe des Auf- 
punktes ungeeignet ist, soll ein geschlossener analytischer Ausdruck dafiir gesucht werden. 

Nadai? gibt fiir die mittlere Kriimmung 4w am Plattenstreifen infolge einer Kinzel- 
last P = 1 einen Ausdruck in entwickelter Form 


er sin n 2 6 —N%N : 
ae i on sin nw & (4, 9) 


und mit Hilfe der konformen Abbildung des Plattenstreifens auf den Kinheitskreis 
einen analytischen Ausdruck an: 


oy 1 oj zn —cosa(é + 6) 
= WA 4n In Cof 2 — cos 2 (€— 0) * a) 


atex \" 
4 Me, Prati 


(4; 9) und (4, 10) ie idencische Ausdt 


Differentiation -von (4, 9) und (4, 10) gewonnen werden. 


2 Cof 7 n— cos a (E— 6) * 


n 


Die partielle Differentiation von (4, 11) nach y bringt 


= —NEN . 4° haces 1 ’ 1 —eentece | 
ue 3 sipnnaé == 7 Gin 29 paseo) Cof xy — cose (E+ 0) 


Die Differentiation nach 6 (4, 12) 


ee : 1 
D> cosnnd-e gE a er, 


sin 7 (é a 6) sin 7 ie 6) ' 7 
bee ae — Cof xn — cos x (S— = (4 13) 


n . 
Die Differentiation von (4, 12) nach 6 
D> neosnad-e"™" ‘sinnaé=— 7 Sinan{ 
n 


in w(Eoone inc sin a (€ — 6) : \ 
[Cof2n—cosa(é+ 6) FP [Coj xn —cosa(é—6)P i 


(4, 14) 


Diese Identitaten bleiben erhalten, wenn die Gl. (4,11) bis (4, 14) mit beliebigen 
_Faktoren, auch mit Veranderlichen, z. B. 7, multipliziert werden. 

Unter Beachtung von (4, 11) und (4, 12) kann (4, 8) in geschlossener Form an- 
geschrieben werden, indem man die Summen durch die identischen, geschlossenen 
Ausdriicke ersetzt. Es wird somit die entartete, modifizierte Singularitat des Biegungs- 


momentes : ee Ku 
+ i a 
Cofzn—cosa(E+6) aN o>: 1 Resco 
=3,\m Cof xn—cosa(E—6) 2 Sinn Coj xn—cosx(é +6) _ oe 
; ae (4, 15) 
Das EinfluBfeld fiir das Randmoment m, am Halbstreifen (die Singularitat 
2% VII = 
se ee — mit dem Aufpunkt in Mitte des freien Randes (6 =1/,) folgt der 
Gleichung: Sr eigian: 
aay SoS eaten 
ou? 
Rae | Cofan+snaE 27 ©: 1 1 \ 
eae: In Cof xy—sin wé 2 Sinan (Garae ii: rs {x eed (4; TBe) 


Es ist in Abb. 6 -dargestellt. Die Singularitat — nv 
eK Ul 


regularen Teil, dessen GréBe im Aufpunkt bestimmt werden soll. 


res 2S") = (ww, a 


Cuz 
Setzt man in (4, 16) die entsprechenden Werte ein, so erhalt man im Aufpunkt 
(€ = 6, 7 = 0) einen unbestimmten Wert. Entwickelt man die trigonometrischen 


und Hyperbelfunktionen in Reihen,!° so lassen sich bestimmte Grenzwerte leicht 
nachweisen. Es wird 


ak,’ 1 2 Ae tg 
Reg (— vw 24s, )=3 =; (in zo (1— cos 28) te + 4]. (4, 17) 


Die Kenntnis des Regularteiles ist notwendig, da die Berechnung des Restvolumens 


nach (3, 6a) des durch Schichtenlinien nicht mehr darstellbaren Teiles des Einflu8- 


feld < ; ae Cal Cae 
eldes nur fir die entartete Singularitat — N a gilt. 


D3: sin n 2 0 onan, sinnz&=4In Cof xn —cosx(é mee = (4, 11) 


Ee neben dem : 


singularen Anteil — N —>— der entarteten Bye (3, 3) auch noch einen | 


“4 


tr see titre som tant Naa ate 


Ce me 


es 


In Abb; 6 ist die letzte Schichtenlinie mit 3° = periffert. Der Inhalt des 


we ee ey ee eS ee ee eee er eee 7, ae a ee 
' \ 
n 


dariiberliegenden unendlich langen Schlauches wird mit 32x = 7,5 — 3,097 = 4,403 
nach (3, 6a) berechnet: 


V (x) = 0,005349 e~ *° « a2 = 0,000006547 a. 


enone ann, 
Geen > Piscine 
Cet A Pings He eS 8e 
. 


Abb. 6. RandmomenteneinfluBfeld fir m,am Abb. 7. RandstiitzkrafteinfluBfeld fir gq, am 


Plattenhalbstreifen (8 2-fach). Plattenhalbstreifen. 


c) Die Singularitat fiir die Randquerkraft. 


Das Verfahren zur Gewinnung der Singularitat fiir die Randquerkraft ist das ~ 


gleiche wie im vorigen Abschnitt. Ausgangspunkt ist die Singularitat fiir die Quer- 
kraft am Plattenstreifen : 


OAR cod mete 3 
— N39 =— N'cos na d+ oF "* + sin nm &. (4, 18) 
. n 


Durch Verwandlung des Plattenstreifens in einen Halbstreifen und Verlegung des 


Aufpunktes an den freien Rand erhalt man 


FL 1 —nn : 
ee aa eer ee + Bar) "™7. sin nx €. (4, 19) 


Unter Beachtute der Identitiaten (4, 13) und (e 14) Se ne 
lytischen Ausdruck fiir die modifizierte entartete Singularitat io “Gicere: 


oAK,'= 1 sin x (€ + 6) sin a (& — 6) 
=a Bu a (2 ee 1 Cof x7 —cosa(&— 0) a5 
an Gin xq sin w(€ + 0 sin a ( — 6) ie 
ae 2 | Wore EEL OF =p pee (4 20) 
} 27 Vil 
Da am _ freien Blastonme ag wegen — J — =0 die Momentensumme 
—NAK\HU=—N he raat kann die Singularitat fiir die Randquerkraft (4, 20) 


auch sofort durch Differentiation von (4, 15) nach w gefunden werden. 
Wie beim Randmoment kann auch aus der Querkraftsingularitat der regulare 
Anteil abgeschieden werden. . 


sin a (€ + 0) : _ gin a (§ — 6) 


CA 1 
Reg Fay a )= 3a oe + Keres et € 
Teen sin wz (€ + 0) sin a (€— 6) | tae 
+ g Sin 9 Tegag— oer + OF Tole — corre er 
2 0 7”? ee sin 220 
saree ie ae | = Ba I—cosdad" 2) 


(4, 21) gilt, solange 0 < 6 <¢l. 


In Abb. 7 ist das StiitzkrafteinfluBfeld ‘den Halbstreifens, der ae liegt in 
der Ecke des freien und unterstiitzten Randes (6 = 1), dargestellt. (4, 20) vereinfacht 
sich in diesem Falle zu : 

OA Tone 
ou 


— N 


ate eet Tees sin & ayn Sin ay ; 
= Eintl 9, 3a Cofan+cosaé [2 =e Cof an + ee Sere 
5. EinfluBfelder von Rechteckplatten mit zwei freien Randern. 
Um die EinfluBfelder von Platten mit zwei freien Randern 

zu erhalten, wendet man die von A. Pucher bei Platten mit zwei 


Randbedingungen der eingespannten Rander treten die der 
freien Rander, die Verschwinden des Biegungsmomentes und 
‘ der Querkraft verlangen. 


Abb. 8. ' Das singulare Integral ist durch ein allgemeines Integral - 


von folgender Form zu erginzen: 


w= D> sinnzé (A, Cojnan +B,nan Sinnan+C, Sinnay 4+ D,nano\nz7). (5,1) 
5 


Die Randwerte des singularen Integrals D [Ky] seien bekannt : 


a : a See 
oye P [Kol a ota Oye t]=D isinn x, | 
n 


a D [Ko] + 25 xa D [Ko] => ha sin nxé, (5, 2) 
n=+86 
ar D [Ke] + 25 iat iy DLE =D) kn sin na. 
ai 2 


Mit (5, 2) und den aus der Differentiation von (5, 1) gefundenen entsprechenden Aus- 
driicken erhalt man ftir jedes je vier lineare Gleichungen fiir die vier Unbekannten 


Ax, By, Cy, Dy, die denselben schematischen Aufbau wie beim Problem von Platten — 


eingespannten Randern gezeigte Methode an." An Stelle der ~ 


’ 
a Niet De OE few a 


» net Saale, Fy 


| 
j 


Sie tS 
ty 


7 Einflm, = {Inj 


den nur von 2 B abhangigen Funktionen 


a, — Sinnap—nnpGoinnB Colneh—nabeinnn A 
aNe 3/, Sin 2naB—nxB ’ Ps, Soninn sh nn Bp 


ees 2Cofnxp+n2zB Sinnap we. = 2Sinn ap +x BEoj nx B 
pee */, Sin 2n%B—nap : on. 3,6inQnaxptanp’ (5, 3) 
<3 Sin n x B a Coj n a B : 
Msn = 3], Sin 2nxp— xP 9 Man “37 GnQnaxptnaBp”’ 
ap tens Cof n a B % Sin n a Bp 
"on ~ “3, Gn 2nnp—nap’ "3 Snduaptnap’- | 
werden die Freiwerte — A 
ae +4 a h, —k 
A,=i Nine oss qemetit. na £2 ee | 
ae g +4, a ha —k ; 
Cee Mae oe eae oS | 5, 4 
(oy => Z a = In—*n a’ hy 5 kn ( d ) 
CS Ogg 6 go eS Sas 
a a Gn tn Gr Ry eels 
Dn = Karn n? 22 2 + %a,m arian : J 


Setzt man sie in (5, 1) ein, so kann man den Regularteil in Reihenform berechnen. 
Die Addition D [K,] — w bringt das gewiinschte EinfluBfeld; so wird z. B. das EinfluB- 
feld fiir m, solange a B>e>—B 


Goj 2 (n —e) — cos a (€ + 0) 

Cof x (yn — e) — cos a (E— 0) 
; i 1 

2s Sane aeee RAs. Coj a (n — ¢) —cos a (§ — 0) 


LD ean 
n=1,2,3. 
xX [{As. i ie) )\Gojnze+nae:Sinnaze] + 
a fom U4 + 228) ) Gof nze—nae-SGinnze]}- Sane 
+ {us, » [((1— nz) )\Cojnze+nae-Sinnaze] — 
— 4, [(2 +n2B)Cojnme—nae- Sinn we]}- nan Ginnan + 
| + {An [((L—naB) Sinnae +nae-Cojnzwe] + 
+ Han (2 + np) Sinnze—naxe-Cojnze]} Sinn ay + 
+ {Han (1—naB) Ginnze +n2e-Coj nae] — 
— q.n [(2+ nef) Sinnae—nae-Coj nel}: appeal czen (5, 5) 


— 2 (n—e) Sina (ny —e) X 


J+ 


snnazod:sinnazé xX 


Will man das EinfluBfeld fiir das Randmoment m, gewinnen, so ist fiir D [Ky] die 
in Abschnitt (4, b) gewonnene Singularitét zu setzen. 

_ Fiir den Ausdruck (4, 8) bzw, (4, 15) ist der Ursprung des Koordinatensystems am 
freien Rand festgelegt, aera! die freien Rander in den Entwicklungen (5, 1), (5, 2) 


und (5, 3) die Koordinaten 7 = +f haben. Liegt nun der aoupun ict am Rande 


ety 


” = — B, so muB in (4, 8) 7 + B statt n gesetzt werden. Da — N die Rand- 


bedingungen schon an drei Randern (& = 0, = 1, 7 = — #) erfiillt, inks ip ei 
fiir 7 = + bringen die Randwerte die Ausdriicke 


Randern zeigen, Mit dem Seitenverhaltnis 6 = eS und | 


; 
cnnve@ Soenee anak — .| 


e 


Damit wird das EinfluBfeld fiir das Randmoment m, 


2 1 Cojzn—cosa(& +06) p 
Einfl m, 3 ! Cof xn — cos x (E— 6) 


a ena | 1 1 = 


2 oj xn— cosa (— + 0) ~ Cj zn — cosa (E— 6) 
a sker = Ree eee sinn a é y, 
oe —n=1,2,3. 
. SL Onn Ba Oe ee 
age + [Men 2N2B + on (2 +2N2B) nay Sinn ay + 
ee AG tae ouch ot eee i 
ae + [Han 2B + %an(Bh2nzp)|nanojnan}. (5,6) 


6. SchluBhbemerkung. 


Wie im Abschnitt 4 erlautert, wurden durch einen einfachen Greuetberemes ent- 


| 

= e artete modifizierte Singularitaten gefunden, die neben der Randbedingung des Randes, : 
ee auf dem der Aufpunkt liegt, auch noch an anderen Randern den geforderten Rand- ; 
be © bedingungen geniigen. : 
ae ‘Die Verwendung entarteter saoditiieten Singularitaten fir Be Berechnung der ‘ 
hes EinfluBfelder, besonders von Rechteckplatten, erweist sich als sehr vorteilhaft, da 
a durch das regulare Integral die Randwerte des Singularteiles nur mehr an einem : 
. _ Rand befriedigt werden miissen. Die Zahlenrechnung wird, wie leicht einzusehen ist, : 


in diesem Falle besonders einfach und kurz. > | 


Die Anwendung einer entarteten modifizierten Singularitat erhalt aber erst | dacaaon 
praktische Bedeutung, daf fiir die entwickelte Form derselben, die bekanntlich in ; 
Aufpunktsnahe nicht mehr brauchbar ist, durch die Identitaten (4, 11) bis (4, 14) 
geschlossene analytische Ausdriicke gebildet werden kénnen, mit deren Hilfe jede 
z gewiinschte Rechnungsgenauigkeit erzielt wird. 


Die erwahnten Identitaten erméglichen es, in der Plattentheorie vielfach vor- 
kommende Reihen in geschlossener Form zu summieren. La®t man eine Veranderliche 0 


SS 


i werden, so gewinnt man zum Beispiel 
oe aed sinnz dsinn a & 1 1— cos a (& + 0). me. 
BN ics a — 
eae = n qin 1— cos a (é— 0) ~ (6, 1) 


ist an n 

i Differenziert man (6, 1), so lassen sich weitere gleichwertige Ausdriicke bilden. 
Mit Hilfe dieser, vermutlich bisher nicht bekannten Beziehungen wird man bei der 
Berechnung von Platten weitgehende Vereinfachungen erzielen kénnen. 

Durch die Einfiihrung der entarteten Singularitaten am freien Plattenrand scheint — 

2 die Entwicklung der Singuldritatentasthodd elastischer Platten zu einem gewissen 

" Abschlu8 gelangt zu sein, aa nunmehr die entarteten Singularitaten fiir alle Schnitt- ~ 
krafte am eingespannten, am freien drehbaren und am freien Plattenrand bekannt 
sind. Die Einfitthrung einer modifizierten, entarteten Singularitat bringt iiberdies 
einen Fortschritt in den Berechnungsmethoden der EinfluBfelder, bei denen der Auf- 
punkt an einem Rande liegt, der sich insbesondere in der Verbesserung der Konvergenz 
der Reihen fiir das allgemeine Integral w eh 
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Die Verbrennung von Kohleteilchen in turbulent bewegter Luft. 
Von H. Mache, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Kinleitung. 


Die seit 1918 im wesentlichen empirisch vorangekommene Kohlenstaubfeuerung, 
aber auch der Schutz gegen Brand und Explosion von Staub-Luft- Gemengen im Betrieb 
und in der Grube haben bereits wiederholt zu dem Versuch gefiihrt, fiir die Staub- 
verbrennung theoretische Grundlagen zu schaffen, welche die technischen Entwick- 
lungen auf diesem Gebiete zu lenken, zu beschleunigen und wohl auch zu verbilligen 
imstande waren. 

Unter diesen Versuchen ist eine von W. Nusselt in Miinchen stammende Theorie 
der Kohlenstaubverbrennung die bisher erfolgreichste. Sie geht von der Vorstellung 
aus, da das in der Luft schwebende Kohleteilchen den zu seiner Verbrennung notigen 
Sauerstoff hauptsachlich durch Konvektion, d. h. durch Luftstré6mungen und Wirbel 
zugefiihrt erhalt, die bis auf die Oberflache des Kohleteilchens gelangen. Es ist dann 
ohne weiteres méglich, die von Nusselt fiir den Warmeiibergang mit groBem Vorteil 
beniitzten Ahnlichkeitsbetrachtungen auch auf diesen rechnerisch ganz analogen 
Fall des Sauerstoffiiberganges zum brennenden Teilchen zu tibertragen. Da’ damit 
Formeln gewonnen werden, welche der einschlagigen Praxis dienlich sind, laBt ein 
Buch von Wilhelm Gumz erkennen, das 1939 bei Springer unter dem Titel ,, Theorie 
und Berechnung der Kohlenstaubfeuerungen“ erschienen ist. 

Demgegeniiber werden in der vorliegenden Arbeit Vorstellungen herangezogen 
und rechnerisch entwickelt, nach welchen es die reine Diffusion ist, die den Sauerstoff 
der Luft auf die Oberflache des brennenden Teilchens gelangen lat. Hiernach stroémen 
die bei der Verbrennung der Kohle entwickelten heiBen Gase, also in erster Linie 
Kohlendioxyd, radial von dem in der Luft schwebenden Kohleteilchen ab, ohne sich 
zunachst mit der umgebenden Luft zu vermischen. Jedes brennende Teilchen ist 
von einer einige Zehntel Millimeter dicken Hiille umgeben, die es mit sich fiihrt und 
innerhalb welcher diese radiale Stromung noch steif genug ist, um ein Eindringen 
der umgebenden Luft in diesen Strémungsraum zu verhindern. Erst in einer gewissen 
Entfernung wird die Vermischung erfolgen. So mui der Sauerstoff, um zur Kohle 
zu gelangen, durch eine Hiille von hocherhitztem Kohlendioxyd entgegen der in ihr 
herrschenden, nach auswarts gerichteten Stromung bis auf die Oberflache des brennen- 
den Teilchens hindurchdiffundieren. Es ist dieses Problem quasistationarer Diffusion 
in einem radial bewegten Gas, das die Grundlage fiir unsere theoretischen Betrach- 
tungen liefert. 


Die Arbeit zerfallt in zwei Teile: ee ss 
Im ersten Teil wird die Brenndauer eines einzelnen Kohleteilchens in Luft in Ab- 


hangigkeit von seiner Gro&e berechnet. Es zeigt sich, dais diese Brenndauer aus ander- 


weitig bekannten physikalischen Daten berechenbar ist. Es bedarf hierzu nur der 
Einfiihrung einer einzigen, dem vorliegenden Problem eigentiimlichen Konstanten, 
als welche die Dicke der das Teilchen umgebenden Hiille erscheint. 

Im zweiten Teil der Arbeit wird die Ausbreitung einer Entziindung durch ein 
Kohlenstaub-Luft-Gemisch unter der Voraussetzung behandelt, da8 sich das Gemisch 
in turbulenter Bewegung befindet, so daB die geziindeten Teilchen rasch durch die 
ganze Brennkammer vertragen werden. Es werden zwei Grenzfalle behandelt: Im 
ersten wird angenommen, da die Teilchen klein sind, so daB die Brenndauer des 
Einzelteilchens kurz ist gegentiber der Zeit, die das ganze Gemisch zu seiner Entztindung 
braucht. Es wachst dann die Zahl der brennenden Teilchen nach einer divergenten 
geometrischen Reihe, deren Partialsumme praktisch durch den Wert des letzten Gliedes 
bestimmt wird. So erklart sich die Zweiteilung der zur Ziindung eines Kohlenstaub- 
Luft-Gemisches gebrauchten Zeit in eine langere ,,Anlaufzeit‘’ und eine zur Haupt- 


_ziindung notige, kurze, eigentliche Ziindungs- und Verbrennungszeit, die von der 


Brenndauer des Einzelteilchens nicht weit verschieden ist. Im zweiten Grenzfall 
wird angenommen, da die Teilchen groB sind, so daf umgekehrt die Brenndauer 
des Einzelteilchens die zur Ziindung des ganzen Gemisches noétige Zeit wesentlich 
ubertrifft. Auch hier besteht eine Anlaufzeit, auf welche die rasche Hauptztindung 
folgt, die schlieBlich in eine Exponentielle ausklingt. Natiirlich geht aber jetzt die 
Verbrennung nach erfolgter Entziindung noch langere Zeit weiter. 


1. Berechnung der Brenndauer eines in turbulent bewegter Luft 
schwebenden Kohleteilchens. 

Die Entziindung soll bereits iiber die ganze Oberflache des kugelférmig ange- 
nommenen Teilchens erfolgt sein. Dieser Vorgang wird durch vorhergehende Ent- 
gasung des Teilchens sehr unterstiitzt. Die Verbrennungsgase strémen dann radial 
ab, ohne sich zunachst mit der umgebenden Luft zu vermischen oder wesentlich ab- 
zukiihlen.* So ist das brennende Teilchen von einem im Durchschnitt kugelsymmetri- 


schen Raum umgeben, den es mit sich ftihrt und in welchem die radiale Geschwindigkeit: 
2 
u mit r der Entfernung vom Zentrum quadratisch abnimmt. Es ist wu, = wy ao WO Up 


die Geschwindigkeit der Strémung auf der Oberflache und a den Radius des Teilchens 
bezeichnet. Erst in einer gewissen Entfernung r = s ist diese zunachst steife Stromung 
schwach genug geworden, um sich mit der umgebenden, wirbelnden Luft vermischen 
zu konnen. : 

Durch diesen Raum, der die Form einer Kugelschale von der Dicke s — a besitzt, 
mu, den Verbrennungsgasen entgegen, der Sauerstoff der Luft zur Oberflache des 
Teilchens diffundieren, wo er mit der Kohle verbrennt und den ganzen Vorgang als 
quasistationaren Prozef erhalt. Man wird annehmen diirfen, da8 an der Oberflache 
dieses Stromungs- oder Diffusionsraumes die Sauerstoffkonzentration derjenigen in 
der Luft entspricht, wahrend sie an der Oberfliche des Teilchens (r =a), wo der 
Sauerstoff restlos verbraucht wird, standig den Wert Null aufweist. 

Andert sich der Radius des Teilchens um — da, also sein Volumen um — 4 z a2 da 
und ist y die Dichte der Kohle, so wurde die Kohlenmenge 4 z a? y da verbrannt, und 
da zur Verbrennung von 1g Kohle 2,666 g¢ Sauerstoff bendtigt werden, mu8 das 
im quasistationaren Zustand bestehende Konzentrationsgefalle im ganzen Strémungs- 
raum gerade so grofs sein, daf tiberall durch die Flache 4 7? die Sauerstoffmenge’ 


* Fur kleinste Teilchen wird die Abkiihlung zu beriicksichtigen sein. 


66 wes @ y da von alten naeh innen diffundiert. Es etgibt sich dann aaa in der 


é Entfernung r vorhandene a a oa as aus der Gleichung 
co an — dt = 2,666 - 4x ay da, (1) 


‘worin aber 6 ae den Diasonsoetixiente des Benerctotts im ruhenden, sondern 
in dem mit der Geschwindigkeit w= w9 “5 i ~ der Diffusion entgegenbewegten Verbren- 


nungsgas bedeutet. Wir konnen dieses 6 aus dem im ruhenden Gas zu messenden 
Diffusionskoeffizienten 4 durch die folgende Uberlegung gewinnen: 

Die Konzentration ¢ ist durch die Masse der im cm® enthaltenen O.-Molekiile ge- 
geben und diese ist wieder dem von ihnen ausgeiibten Partialdruck P propértional. 
Bedeutet 9 die auf 1 em* bezogene Loschmidtsche Zahl, uv die Masse des Sauerstoff- 
molekiils und P den Beto so ist 


c=Nu = . =n ‘ 
wo @ die Dichte des Sauerstoffs bezeichnet. Bedeutet ferner V die Geschindigieit, 


mit der sich diese Moiekiile im ruhenden ae ae se Konzentrationsgefalles ae 


bewegen, so gibt sowohl ¢c V wie auch a= pp =4 pg die Masse der je Sekunde 


die Querschnittseinheit passierenden Molekiile, woraus afi das ruhende Gas eine 
Diffusionsgeschwindigkeit ane A @eP 

Se pel POF 
berechnet wird. Im strémenden Gas ist hingegen diese Geschwindigkeit durch Kon- 


vektion um wu vermindert, also relativ zum fixen Koordinatensystem nur eine Diffu- 


e cae : AOR == Vi\e ele a 
sionsgeschwindigkeit von >>> — v = p-5, Woe vorhanden, so als ob der 


Diffusionskoeffizient nicht A, sondern nur 6 betragen’ wiirde, wie er sich aus 


A oP. at = 8 OR 
P or Ma S ep aay 
Zu ' 2 
Fen Ss ESL aoe ane ay QL AC (2) 
-. OP |P oF Coe bt OP tyes 
Or - or 


berechnet. Setzt man diesen Wert in unsere Gleichung ein, so wird 


uP. @& Pe: ae Pike : A 
( ss ihe < dt = 2,666-4 20 y da 
d or 
oder : 
Uy EP : a 0 oo eP oe WAEP 
| are ° | Dp pp Ut = 2,666 a y da. 
or 


caves ANE é 
Es besteht somit zwischen der Verbrennungsgeschwindigkeit 7a des Teilchens und 


dem Partialdruckgefalle, wie es in der Entfernung r vom Mittelpunkt vorhanden ist, 
zufolge der Kontinuitatsbedingung der Zusammenhang 
da Sy ey age “OP a 3 
dt 2,666. Dy a (4 or oe P) (3) 
und fiir die Oberflache des Teilchens (P = 0 fiir r = a) die Beziehung 
Orn Bike O° oP 4 
di 2,666 Py A| Or fis (4) 
Da up, die Geschwindigkeit, mit der die Verbrennungsgase von der Oberflache des 


brennenden Teilchens abstrémen, dem se proportional ist und der Proportionalitats- 


faktot auf Grund der Vorbten neesenIDe s 
angegeben werden kann, erhalt man die ‘Verbrennungsgeschwindig ‘keit aus Gl. (3) a 
oder einfacher mittels Gl. (4) aus dem an der Oberflache des Teilchens herrschenden ~ 


. Partialdruckgefalle (+ | a Es ist unsere nachste Aufgabe, dieses Druckgefaille 
zu berechnen. oF 

Wie eben bemerkt wurde, verlauft die Diffusion im stromenden Gase wie im ruhen- 
den, falls man den konstanten Diffusionskoeffizienten 4A des Sauerstoffs im Ver- 
brennungsgas durch den mit dem Radius r variabeln, scheinbaren Diffusionskoeffizien- 


2 
ten 6 = A — ee . = aus Gl. (2) ersetzt. Nur mu8 hier auch in der fiir Kugelsymmetrie~ 
VOrin ee - cS 3 
geltenden Grundgleichung eP e2P 2 oP aa 
: ae _ fen, 220) 
ot ors T or ; 
vor Einsetzen des 6 diese Abhangigkeit des 6 von r beriicksichtigt werden, was fiir 
den hier allein untersuchten stationaéren Fall die Gleichung | 
OP i oh Obagee on 36, OPS bax t 
; Ot = [SF 42 +2 or ae as a | 
ergibt. Verwendet man den oben fiir 6 gegebenen Wert, so erhalt man ; } 
dP dP Ne 38 ras ar 
cae eee Abo OP es ae e a Pie 
dr : : “(ee sce eee gee + apy 
fa Sierde Ge dr ). 
ue @P “oe 
Bee 2 aP) (ae 2.dP} ahh ee oe ee 
de® "> dr| “ld "4 dr | 0%) 72 dP ee i 
: d 
- Schreibt man wu, a?/A = A, so wird f 4 
BP nes eee @P 
dP Pests 28 P dr 2AP A-dP 2:AUP: és dr? f 
ae tgp Ae abo PS ee +4Az aap oe 
ae i dr i 
iP 2 Ades : 
ae tl ala mo ee 
» die hier zu integrierende Gleichung. Man erhalt . 
z soy 
dP 6 Parsee’ ca ; 
pee TS Ny 


und nach nochmaliger Integration 


Pa Gg ge ee 


Da die Lésung so beschaffen sein muB, daf fir r = a, P = 0 und fiir r = 3, P = 8, 
d. h. gleich dem Partialdruck des Sauerstoffs in der Luft wird, berechnet man 


ee = ie ees ee 
va : 4 : Tene 
1-4 Ge a id Pe 
Crete int gee easy on £ 
Das Druckgefalle wird nach Gl. (7) allgemein 
Kemet Te 
de ine, 


a & 


rk. = wta-3)_a) Z (9) 


Dieser Ausdruck gibt das gesuchte Partialdruckgefille an der Oberflache des Teil- 
chens, das, in Gl. (4) eingesetzt, die Verbrennungsgeschwindigkeit fiir ein Teilchen 
vom Halbmesser a berechnen liefe, falls noch der Halbmesser s des zugehérigen 
Diffusionsraumes bekannt ware. Mas 

Zu einer ersten Orientierung iiber die Gré8e s beniitzen wir die Versuche von 
Smith und Gudmundsen!-? iiber den Abbrand von Kiigelchen aus Elektroden- 
kohle (y = 1,36 g/cm’), die, an einem Pt-Draihtchen befestigt, in einem Rohr von 


12,7 mm innerem Durchmesser hingen, durch das auf 1000°C erhitzte Luft mit — 


verschiedener Geschwindigkeit (w) geblasen wird. Die Oberflachentemperatur des 
Kiigelchens (#) wird optisch durch ein Fenster gemessen. Die Abnahme des Durch- 
messers von d, auf d,, die wahrend der Zeit t beobachtet wurde, gestattet die Berechnung 


der mittleren Verbrennungsgeschwindigkeit oe und der Geschwindigkeit w , mit 
m 


der die Verbrennungsgase von der Oberflache des Kiigelchens abstrémen. Wir ordnen 


ds 


diese Werte einem mittleren Halbmesser a,, = 2 lds -- “| zu. Es wird ange- 


nommen, da die Kohle vollkommen zu CO, verbrennt, also 1g Kohle 2,666 ¢ O, 


verbraucht. SchlieBlich setzen wir den Diffusionskoeffizienten des Sauerstoffs durch” 
das mit der Temperatur der Oberflache abstrémende Kohlendioxyd schatzungsweise | 


gleich 3cm?/s, indem wir uns auf Messungen berufen, die H. A. Wilson* und 
andere*: 4,5 tiber die Diffusion der Daimpfe von Alkalimetallen durch die Brenngase 
einer Bunsenschen Flamme ausgefiihrt haben. Man wird diese fiir die Theorie der 


Verbrennung so wichtige Gré8e eigens zu bestimmen haben. Solange aber derartige — 


Messungen nicht vorliegen, wird man sich mit der obigen Schatzung begniigen kénnen. 
Entsprechen doch die mittels dieses Wertes fiir Kohleteilchen berechneten Brenn- 
dauern, wie wir zeigen werden, den tatsichlichen Beobachtungen und den theoretischen 
Ansatzen, durch die Nusselt diese Beobachtungen dargestellt hat. 

Wir berechnen mittels der Gasgleichung zunachst das wu) aus dem sekundlich ge- 
bildeten CO, und der mittleren Oberflache des Teilchens, ferner das (=), = — 
und erhalten durch Einsetzen von Gl. (9) in Gl. (4) - 


Up @ (s—a) 


As ge RSS x 


da Ona ty B 
= . und e 

dt ——-2,666P a Lee 
Y eg Pe 2,666 Dy 


[5 ee ee 273 pees : 
Mit > = 760 = 0,208, 0 = 273 40 = pee Bs +e zy und den oben gege 
benen und in der folgenden Zahlentafel 1 sonst verzeichneten Werten kann man 
jetzt fiir die verschiedenen Anblasegeschwindigkeiten w die GroBe s und die mittlere 


Zahlentafel 1. 


d, dz o d,— dz an ($).. Uo w 8 8-4, 
mm mn. °C sek mm mm mm/s mm/s m/8 mm mm 
ne 
4,61 | 2,37 | 1262 120 2,24 1,75 0,0093 138 1,41 2,31 0,56 
4,59 | 1,52°| 1277 90 3,07 1,54 : 107 266 4,53 1,80 0,26 
4,32 1,58 | 1286 70 2,74 1,48 196 303 8,74 1,71 0,23 
4,62 | 2,95 | 1272 35 E67 1,90 239 347 13,29 2,08 0,18 


* Wilson und Symon erhalten fir das nur wenig schwerere Kaliumatom in den wegen ibres 
Wasserdampfgehaltes- wesentlich leichteren Brenngasen der Bunsenflamme bei 1436°C die 
Werte 4,7 und 5,8 cm?/s. 


Ingenieur-Archivy I, 1-2. 
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Dicke s—a,, des das Kiigelchen umgebenden Diffusionsraumes berechnen, in den— 
die Strémung nicht eindringt. DaB es sich hierbei trotz der ganz einseitigen Stromung 
um einen durch eine Kugel approximierbaren Raum handelt, beweist die Bemerkung, 
daB beim Abbrand die Kugelform gut erhalten blieb. . 

Aus den letzten Vertikalreihen 148t sich folgern, daB die Differenz s—a, um so 
kleiner wird, je gréBer die Geschwindigkeit ist, mit der die Luft an dem Kiigelchen 
vorbeistreicht. In Luft von 1000°C hat ein Kigelchen von 1,7 mm Radius eine 
Schwebegeschwindigkeit von mehr als 100 m/s. Dort wird die Dicke der Diffusions- 
schicht unter 0,1 mm liegen. Anderseits nimmt sie rasch zu, wenn die Geschwindigkeit 
auf kleine Werte sinkt. Das steht mit unseren Vorstellungen durchaus im EKinklang. 
Je kleiner die Relativgeschwindigkeit des Diffusionsraumes zur umgebenden Luft 
bleibt, desto weiter werden die vom Kohleteilchen abstrémenden Verbrennungsgase 
gelangen, ehe sie von der Luft durchbrochen und von ihr mitgenommen werden. 

Kehren wir nun zu unserer Gl. (9) zuriick. Setzt man sie in Gl. (4) ein, schreibt 


fiir A seinen Wert A = ae und beriicksichtigt, da8 die Geschwindigkeit, mit der 


das Verbrennungsprodukt von der Oberflache des Teilchens abstrémt, der Dichte 


der Kohle y, der Verbrennungstemperatur 7 und der Verbrennungsgeschwindigkeit we 
proportional ist, also 


ty = Oy TS (10) 
geschrieben werden kann, so erhalt man wegen 0 = ee 
da __ ] oA : Ue . 5G ee 273 oC | Si da . 1 : 
dt 2,666 Dy A a (2-4) ~ 2,666 Dd 4(4—2) 
G6 Ne aes xe CoE = 7) 
oder 1 | cay 
A eee ; 
a CP ne 273 Q) CO R Rae Bo * 
¢ med SS agai esis et ae 


Das gibt, wenn wir nun auch im Exponenten fiir A seinen Wert setzen, 
da a* fi 1 xe 
Cyl alg = 
Gaye al Lida at xB 

Rice ask ee, 
wo B eine nur von der Kohlenart abhangige Gré8e bedeutet. Man findet durch Ver- 
einigung mit Gl. (10) fiir die Geschwindigkeit w, mit der das Verbrennungsgas von 
der Oberfliche des Teilchens abstrémt, allgemein 


4in(1 +4} 4in (1 +3) 


und 


% Dees P 
ere See 
mn ec eee 
* S ' “ An ‘ - 273 00 O ‘ * : 
oweit die Kohle volisténdig verbrennt, ist -apage a 1. Es ist néimlich die O,-Masse, 


die das Kohleteilchen je Sekunde verbraucht, gleich 2,666 + 4 2 a? y a und die Masse des hierbei 


: ‘ ‘ : d ; 
entwickelten CO, gleich 3,666- An aty —. Diese hat beim Druck P und der Temperatur T 


nach der Gasgleichung ein Volumen 3,666: 42a? y a = T oder wegen = = a = — 
: ada 1 ; @ @ 
auch ein Volumen 3,666: 42a? y—-->-,——: T. Die Geschwindigkeit, mit der das CO ton 
dt 273 0, : i 
3,666 — da 


der Apes stig koe pi somit %) = 273 o, Gee & di und der Faktor C in Gl. (10) 06 = 
Sag 6,83. Hierin ist aber @9 die Normaldichte von CO,, wihrend oben og, die Normal- 


dichte von O, bedeutet. Diese Dichten verhalten sich aber wie die Molekulargewichte, also auch 


wie 3,666 : 2,666. Fur Luft ist 1 +3 = 1,208. 


ae oe Pesan Ts 
PR eg te 


in ae lent Woe erier3 Luft, 


folgenden ofter entitéte Sen welche die Abhangigkeit des uw) und 


damit auch die Verbrennungsgeschwindigkeit vom Radius des Teilchens und seiner 


Hiille bestimmt. Weiters wird ‘ 
ada—~ ada = AB de 


woraus sich durch die Integration b 
a 
2 | 
$—\led =ABr 
§ 
; 0 
die Brenndauer t allgemein als 
a 


t= us : a4 ada (13) 


2AB =o AB 


berechnet. Erst jetzt ist es ndtig, iiber s und seine Abhangigkeit vom Teilchenradius a 
bestimmte Annahmen zu manhent 
Dureh Gl. (12) ist namlich der durch die Konvergenz der Diffusionsstrémung 


bedingte EinfluB8 der jeweiligen TeilchengréBe (baw. der Kriimmung =) sowie der 


Dicke der Hiille s—a auf die Verbrennungsgeschwindigkeit a gegeben. Weiters 
: g2 


ist aus Griinden der Kontinuitat der Strémung uw) = u, “g also auch die radiale 
Geschwindigkeit auf der Oberflaiche der Hiille durch . 


=A + n(1 + 3) - (14) 
bestimmt. voce ma ?) 


Zur Berechnung der Brenndauer nach Gl. (13) bedarf es aber noch einer dritten 
Beziehung, welche s mit a verkniipft und die Verhaltnisse betrifft, unter denen die 
radiale Strémung auf der Oberflache der Hiille in das umgebende Traggas des Kohlen- 
staubes verwirbelt wird. Bei der verwickelten Natur dieses Prozesses sind zunachst 
sehr verschiedene Annahmen méglich und kann nur der Vergleich mit der Erfahrung 
lehren, inwieweit die betreffende Annahme die tatsachlichen Verhaltnisse wieder- 
zugeben imstande ist. Es seien von Boe vielen Méglichkeiten hier nur os kurz 
erwahnt: 

1. Das Verwirbeln der radialen Strémung auf der Oberflache der Hiille erfolgt 


a 
Us i Uo $2 


| so, dah = (s —a) = konst. = k& ist. Es wird dann nach Gl. (12) w, und die dem uy 


nach Gl. (10) proportionale Verbrennungsgeschwindigkeit von der Gréfe des Teilchens 


unabhangig sein. Man erhalt t = ct SS ee = , wie das auch aus Gl. (13) folgt, 


0 
dt 
wenn man + = ae setzt. In einem at-Diagramm wiirde dieser Zusammenhang 
durch eine vom Ursprung ausgehende Gerade dargestellt, deren Richtungskoeffizient 
der hier konstanten Verbrennungsgeschwindigkeit entsprache. 
2. Es sei s —a = konst. = k, d. h. die Dicke der das Teilchen umgebenden Hiille 
von der GriBe des Teilchens unabhangig. Jetzt wird nach Gl. (12) 


: Mo = Fen (1 +3): 4 
ai u, =4in(1 + 3)-4 


was wegen s = a +k auch in der Form 
aa ss — e aE arent 
bg fin (1 +4) Het 
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geschrieben werden kann. Fiir a Dk wird u, konstant. 


a atk ; : Sia Ag tees 
|} oa -\} eke a= * obs + Hine! 
ne 0 k , 
Te a —ag {Fhe + en(1 + q)\= 3 
=p { eee in(i + Zh} = 4 {¢—In(1 + Z}}. (15) 


3. Nimmt man an, da8 das Verwirbeln der Hiille dort vor sich geht, wo die radiale 
Geschwindigkeit einen bestimmten Wert unterschreitet, so muB 


u, = Aln(1 +4): a 


8 (s—a) 


diesen bestimmten Wert aut weisen, was zutrif{ft, wenn eB Bok) Es konst. = k ; ist. 
Es wird dann 
s (ha 


2 a 
a P). = age a 
uy) = Aln(1 + 4] aletay und *= 248 ape \oe a) da, 
was in geschlossener Form integriert werden kann. . 
4, Das brennende Kohleteilchen fallt wesentlich im Kohlendioxyd, das es um sich 
entwickelt, also relativ zur Luft mit einer Geschwindigkeit, die nach Stokes w= 
_ 2 PP yg 


EF Geng betrigt.» Hierbei hat Noo,» die innere Reibung des Kohlendioxyds, bei 
co 


der hohen Temperatur, die in der Hiille herrscht, einen mehrfach héheren Wert als — 


die innere Reibung in der kalten Luft. Wir vernachlassigen dabei den EinfluB des 
durch die Hiille diffundierenden Sauerstoffs auf deren Temperatur und innere Reibung. 
Wie noch weiter ausgefiihrt werden wird, ist infolgedessen die Fallgeschwindigkeit 
des brennenden Teilchens selbst bei gleicher Gréfe um vieles kleiner als die der noch 
nicht entziindeten Kohleteilchen. Wieder wollen wir aber rae daB der Radius 


der Hiille s sich beim Abbrand jeweils so einstellt, daB u, = uy —> 53 ~ dieser eas 


keit gerade gleich wird. Aus 28yg a 
9 NCO, oe 
folgt zunichst, da uw, dem s proportional ist, also u, dem a*; ae aus Gl. (12) 
B 
2-79 _ Aint >) 
9 Noo, = ‘ae (@—a@)-’ 


so daB sich one as(s—a) = konst. = k ergibt. Ferner wird das Integral in Gl. (13) 


a a 

1 1 1 2 4 
: | hea - i (sa) da = ate f+ thas, 
0 ; 0 


was nur naherungsweise berechnet werden kann. 

Da wir die systematische Priifung dieser und anderer Anaiitze an den iiber Brenn- 
zeiten vorliegenden Erfahrungen derzeit schwer vornehmen kinnen, wollen wir uns 
hier mit dem Nachweis begniigen, daB schon die zweite, noch recht einfache Annahme 


(s —a = konst.) eine fiir unsere weiteren Betrachtungen zureichende Darstellung 


der Versuchsergebnisse zu liefern vermag. Wir beziehen uns hierbei auf die Rechnungen 
von Nusselt, wie sie Gumz? weiter entwickelt hat, da wir durch sie, gleichgiiltig 
ob die Vorstellungen, auf denen sie beruhen, mit den hier entwickelten iibereinstimmen 


oder nicht, jedenfalls zu Ausdriicken gelangen, die mit den bisherigen Erfahrungen — 


4 etl ae 


ced s > Os 
Pr ts Re) oe ee 
Gaeta 


oi chen Bist turbulent bewegter Luit: 


_ im Einklang stehen. Nusselt nimmt namlich an, da® der. Sauerstoff nicht durch 
_ reine Diffusion, sondern hauptsachlich konvektiv, also wirbelnd, bis auf die Ober- 
flache des Kohleteilchens gelangt, so daf die von ihm fiir den Warmeiibergang mit 
groBem Vorteil benutzten Ahnlichkeitsbetrachtungen auch auf den nach diesen Vor- 
stellungen rechnerisch ganz analogen Fall eines Stofftransportes Anwendung finden 
k6nnen. Hiernach ware allerdings ein mit wirbelfreier, radialer Strémung ausgefiillter, 
das brennende Teilchen umhiillender Diffusionsraum iiberhaupt nicht vorhanden. 
_ Unter der Annahme des theoretischen Luftbedarfes wird [l. ¢. 8. 29, Gl. (55)] 
die ronncaaer eines Kohlektigelchens vom Halbmesser a und der Dichte y zu 
$iq:0)15 1,865 
x 1784 a Sekunden angegeben. Hierin ist (w®),, der iiber die ganze 
Brennzeit genommene Mittelwert der 0,15ten Potenz der Schwebegeschwindigkeit w 
des Teilchens in Luft oder Rauchgas von 1000 bis 1500°.C, der fiir verschiedenes y 
einem Diagramm zu entnehmen ist; desgleichen einem zweiten Diagramm der 
— Quotient »°°/7, in dem y die kinematische Zahigkeit des Traggases und 7’ seine 
absolute Temperatur bedeutet. Fiir groBen Luftiiberschu8, wie wir ihn bisher immer 
vorausgesetzt haben, wird t aber viermal kleiner, verwandelt sich also die Konstante 
172,4 in 43,1. = | 
Im Anschlu8.an das von Gumz auf 8. 33 gegebene Zahlenbeispiel wurden so 
zunachst fiir eine Reihe von Kiigelchen vom anfanglichen Radius @ mit T= 1473° 
und y = 1200 kg/m® = 1,2 g/em* die Brenndauern berechnet und in die zweite Reihe 
_ der folgenden Zahlentafel 2 eingetragen, wahrend die dritte Reihe die nach Gl. (15) 
mit & = 0,014cm erhaltenen Werte wiedergibt. Der Diffusionskoeffizient A des 


Sauerstoffs im Flammengas der Kohle wurde abermals gleich 3 em?/s angenommen und _ 


fir Bs In 1,208 sein Wert 1,565-10-> eingesetzt. 
FRG 5 ie ge 


Zahlentafel 2. 


ain cm 0,005 - | 0,010 | 0,015 | 0,02 | 0,03 ~ 0,04 0,05 
Bae il ea ee 
-t nach Nusselt-Gumz.. 0,24 | ‘0,72 1,36 Dele | 4,04 | 6,28 8,83 
“MTA COGS ted Us) Vane Seem 0,22 | 0,73 | 1,43 2526 4,16 6,29 8,57 
Differenz in Prozenten....| —10,4 | Taha! | +..530 + 6,6 | 43:2 S08 == 3;0 


Wenn auch die der letzten Horizontalreihe zu entnehmenden prozentuellen Ab- 
weichungen erkennen lassen, daf Gl. (15) den Gang nur ungefahr wiedergibt, so 
ist es doch sehr auffallend, dafS von dem nur beilaéufig bekannten Diffusions- 
koeffizienten abgesehen, eine einzige Konstante geniigt, um solche den beobachteten 
doch recht naheliegende Werte fiir die Brenndauern zu erhalten und da diese Kon- 
stante k = 0,014cm in ihrer GroBe ganz den Vorstellungen entspricht, auf Grund 
deren sie eingefiihrt wurde. Man wird annehmen miissen, daB der das brennende 
Kohleteilchen umgebende Diffusionsraum eine Dicke von nur Zebnteln Millimeter 
aufweist. Der Ansatz, daB s—a einen vom jeweiligen Halbmesser des verbrennenden 
Teilchens unabhangigen Wert hat, ware also dahin zu deuten, daB zufolge der Konver- 
genz der Diffusionsstrémung die Geschwindigkeit w), mit der das Verbrennungsprodukt 
abstrémt, mit wachsender Kriimmung um so viel gréBer wird, da die Dicke der 
umgebenden Hiille trotz kleiner werdenden Radius ungefahr erhalten bleibt. 

Fir kleinste Teilchen (s » a) wird das auch die beilaufige Konstanz des s, also 
des Halbmessers der Hiille bedeuten. 


2, Die Ziindung von Kohleteilchen in turbulent bewegter Luft. 


Jedes Kohleteilchen wird an einer Spitze oder Kante zu brennen beginnen. Von 
_ dort schreitet die Entziindung tiber die Oberflache und die Verbrennung in das Innere 


86 te ct gah lH Cr cee see Ben ts 
des Teilchens weiter. Falls man von dem Sauerstoff absehen kann, der an der Ober-— 
flache des Teilchens adsorbiert ist, wird der notige Sauerstoff der umgebenden Luft 
durch den Diffusionsproze8 entnommen, den wir im vorhergehenden hinreichend 
beschrieben haben. Die sich entwickelnden Flammengase strémen hierbei zunachst 
einseitig ab und bringen das Teilchen durch Riicksto8 in entgegengesetzter Richtung — 
in Bewegung, vor allem aber auch in Rotation. Der im Sonnenlicht ,,tanzende“ Staub 
bewegt sich und eryflimmert, weil er sich lebhaft dreht, obwohl die Temperatur kaum 
erhoht ist. Durch die Verbrennung wird diese Higenbewegung der Teilchen aber 
wesentlich gesteigert. Das hat J. Gasterstadt® durch Funkenaufnahmen nach- 
gewiesen. Diese Drehbewegung bewirkt, da8 hinreichend homogene Teilchen kugel- 
férmig abbrennen. : 

Weiters nehmen wir wieder an, daB die Entziindung des Kohleteilchens zufolge 
der ihr vorausgehenden Entgasung so rasch tiber die ganze Oberflache des Teilchens 
erfolgt, daB der Zeitbedarf dieser Entziindung gegeniiber der Brenndauer des Teilchens 
vernachlassigt werden darf (W. Gumz, 1. c. 8S. 35 oben und Fu8note). 

Wahrend sich nun die noch nicht entziindeten Teilchen, groBen Luftiiberschu8 
vorausgesetzt, mit der ihrer GroéBe und Masse entsprechenden Fallgeschwindigkeit.w 
relativ zu dem fast aus reiner Luft von Raumtemperatur bestehenden Traggas bewegen, 
fallen die brennenden Teilchen in dem von ihnen selbst entwickelten, vornehmlich 
aus Kohlendioxyd bestehenden Flammengas bei der im letzteren herrschenden hohen 
Temperatur. Nach Stokes’ ist diese Fallgeschwindigkeit der Zahigkeit 7 des be- - 
treffenden Gases verkehrt proportional. 

Nun ist bei 0°C ypu, = 0,00017 und a9, = 0,000138 g/em:s. Dagegen nach 
Sutherlands Formel fiir die Temperaturabhangigkeit des 4 das yoo, bei 1200° C 
gleich 0,000538 g/em:+s, also mehr denn dreimal so groB, als yyy, bei O° C. Das 
brennende Teilchen bewegt sich also, gleiche Gro8e vorausgesetzt, nur mit einem 
Drittel derjenigen Geschwindigkeit, welche die noch nicht entziindeten Kohleteilchen 
relativ zur Umgebung aufweisen. Dazu kommt die den Fall hemmende Wirkung, 
welche das in der 3!/,mal dichteren Luft aufsteigende erhitzte Kohlendioxyd auf das 
brennende Teilchen ausiibt. Vor allem aber wird das Teilchen mit fortschreitendem 
Abbrand kleiner, was seine Fallgeschwindigkeit quadratisch erniedrigt; bei einem 


Abbrand auf den Mittelwert 3 auf ein Viertel des anfanglichen Betrages. 


So werden wir nicht weit fehlgehen, wenn wir fiir die folgenden Uberlegungen 
voraussetzen, da die brennenden Teilchen mit ihrer Hiille relativ zum umgebenden 
Traggas so gut wie ruhen, wahrend sich die noch nicht entziindeten Kohleteilchen, 
deren Radius ay sich nicht verandert, mit der Geschwindigkeit w bewegen, wie sie 


etwa aus der Stokesschen Formel w = a Saag: berechnet wird. 
Ks ist dann die Zahl der von einem brennenden Teilchen im Zeitelement dt ent- 
zundeten Teilchen dt =sa-w-ndt, (16) 


wo n die Zahl der im cm? vorhandenen Teilchen, die ,,Staubzahl‘‘, bezeichnet; denn 
es werden alle Teilchen geziindet werden, welche die mit dem hoch erhitzten Ver- 
brennungsprodukt und mit dem eindiffundierenden Sauerstoff gefiillte kugelférmige 
Hille vom Querschnitt s?a beriihren. Setzen wir nach der in Gl. (15) gemachten 
Annahme s = k + a, wo k die Dicke der Hiille bedeutet, so ist die Anzahl der von 
einem Teilchen der GroéBe a sekundlich bewirkten Ziindungen (sein ,,Ziindungs- 


vermégen‘‘) ag ne 
cS 7 nage (k + ap, (17). 


woraus die Zahl ¢ der von einem einzelnen Teilchen wahrend seiner ganzen Brenn- 


~ dauc er of ey Ziindungen (seine _Ziindungezahl) ingoh Integration zu ermitteln 
ist.. Aus Gl. (15) folgt zunachst - 


AB kta 
und 
eee ea | 1 ka 2 
dae Gee date. 00. 4 M Gig (le) J ag ara is Teh Wig Ar a) 1 = 
cay. =Kna,k (a+ ka), (18) 
We oy aR K geschrieben wurde. Die Integration gibt: 
Psa = f a> ka?) - a k 
TC alam + ; \=Knkas{% +51 (19) 
Ks wird z. B. mit y = 1,2 g/cm’, g = 981 cm/s?, 7 = 1,7- 10-4 g/em:s, A =3cm?/s 


und B = 1,565- 10- die Konstante K = 1,03- 10". Veen: Setzen wir & wieder gleich 
0,014 cm, so berechnet man die Ziindungszahl fiir ein Teilchen vom Radius 0,005 cm 
zu 7,81-+10-°-n und fiir ein Teilchen vom Radius 0,05 cm zu 213: n. 

Besser tiberblickt man dieses Verhalten, wenn man statt der Staubzahl » die 
Kohlenmenge £ einfiihrt, die das Staub-Luft-Gemisch in der Raumeinheit enthalt. 


+ 
Wegen 3 a> a y-n = 6 verwandelt sich Gl. (19) in 


6 =45 wag B (a8 + 2 bdo) = KB [at + a), 
Fir 6 = 100 g/m* = 1-10 g/cm?, wo noch Luftiiberschu8 vorhanden ist — es 
-kénnen 112¢ Kohlenstoff im m? Luft vollstandig verbrennen —, sind in der 
nebenstehenden Zahlentafel 
3 fiir eine Reihe willkiirlich Zahlentafel 3. 
angenommener Ziindungs- 
zahlen die ‘Radien, die Ua Nal cen ees ee aoe 
Staubzahlen und die Brenn- B = 100 g/m? a@)* 102m ....: 1,45 | 2,32 | 4,15 | 6,24 
dauern der Teilchen ange- mlfomit 2 B55. 6,52 | 1,53 | 0,28 | 0,08 
geben, die diesen Ziindungs- ein Bele AS 1,36 | 2,90 | 6,63 | 10,52 


zahlen entsprechen, 

Trotz der geringeren Zahl von Ziindungen, ‘aie das einzelne Teilchen’ bewirkt, 
verbrennt aber feinkérniger Staub natiirlich rascher als grobkérniger, da fiir den feinen 
Staub die Brenndauer entsprechend kleiner und die Staubzahl viel gréBer ist. 

Auch die Gl. (17) und (18) mégen durch ein Beispiel illustriert werden: 

Wir setzen wieder 8 = 100 g/m? und wahlen die Staubzahl n = 5. Es wird dann 
@ = 1,58- 10cm und ergibt sich mit den obigen Werten von y, 7 und k das Ziindungs- 


vermogen — = M (k + a) = 6072 (0,014 + a)?. Hierin ist M = = Ope 
= ae YI ny. o zt G2, also der freien Oberflache des Staubes proportional. Ein einzelnes 
brennendes Teilchen im sonst noch nicht brennenden Staub wird wahrend des Ab- 
brandes infolge der Abnahme seiner wirksamen Oberflache 4 7s? = 4 7 (0,014 + a)? 
die der dritten Spalte der folgenden Zahlentafel 4 zu entnehmende Verminderung 
seines Ziindvermégens aufweisen. 

Weiters enthalt die Tabelle in der vierten Spalte die aus den Gl. (10), (11) und (12) 


er F k ; fs d 
ptr Verbrennungsgeschwindigkeit ori W am und in der fiinften & = 


at / 
edt = : ' ae 
einheit bezogen. Durch 1000 dividiert,-geben also diese Zahlen an, wieviel Ziindungen 


das brennende Teilchen ausfiihrt, wihrend es um 1/99) cm abbrennt. 
Man erkennt die Zunahme der Verbrennungsgeschwindigkeit und die Abnahme 
des Ziindungsvermégens mit kleiner werdendem Radius. Dabei verteilen sich die 


also das Ziindvermégen, jedoch nicht auf die Zeit-, sondern aut die Langen- 


Tiiinee nicht gleichmabig iiber die ganze Bren da 
Brennweg von 1,58:10-2cm. Es erfolgen im ersten Viertel des Bre: ges o 


der Brennzeit raat die Halfte aller Zindungen. 


Z ahlent afel 4. 


a-10? 82-104 # oo - 103 S Sree 

1,58 8,91 5,41 6,32 856 0 

1,4 7,84 4,76 6,71 709 ‘0,275 

1,2 6,76 4,10 7,27 564 0,56 B = 100 g/m* 
1,0 5,76 3,50 8,05 435 0,82 C= opt 

0,8 4,84 2,94 . 9,22 319 1,06 T'S 508 
0,6 4,00 2,43 to 217 1,26 

0,4 3,24 1,97 15,1 131 1,41 

0,2 2,56 1,55 26,8 S58 1,52 

0 1,96 1,19 oo 0 1,567 ; 


Se ee 


Untersuchen wir nun im folgenden die Ausbreitung der Entziindung in einer 
mit Kohleteilchen und Luft gefiillten Brennkammer. Hierbei bemerken wir noch- 
mals ausdriicklich, daB wir sehr lebhafte Bewegung der die Teilchen tragenden 
Luft voraussetzen. Die Ziindung soll nicht wie das in ruhender Luft der Fall 


_ ware, von einer einzigen Stelle ausgehen. Vielmehr wird vorausgesetzt, daB die 


vorhandenen Wirbel die brennenden Teilchen rasch durch die ganze Brennkammer 


verteilen. Trotzdem wird bei grobballiger Turbulenz fiir die Zahl der Ziindungen, ” 


die ein einzelnes Teilchen bewirkt, auch hier nur die Relativgeschwindigkeit zwischen 


dem Teilchen und seiner unmittelbaren Umgebung mafgebend sein. Auf den Grad — 


der Turbulenz kommt es wenig an. Der Wert, den ¢ annimmt, wird vor allem durch 
die Fallgeschwindigkeit der noch nicht geztindeten Kohleteilchen bestimmt; 
Fallgeschwindigkeit und Higenbewegung der schon brennenden Teilchen spielen ihr 
gegentiber eine untergeordnete Rolle. Nur sehr feinballige ths koénnte € noch 
weiter steigern. Wir betrachten jetzt zwei Grenzfalle: 

A. Die Teilchen seien klein genug, die Brenndauer t des Einzelteilchens so kurz, 
daB ihr gegeniiber die Zeit, die das ganze Gemisch zu seiner Entziindung braucht, 
als lang erscheint. i 

Es sei V das Volumen der Brennkammer und N = n V die Gesamtzahl der jeweils 
noch nicht geziindeten Teilchen, wahrend Ny, = n) V die Gesamtzahl der Teilchen 
bedeute, die zu Anfang in der Brennkammer vorhanden sind. Die Zahl 8, der zur 
Zeit t schon verbrannten Teilchen wird dann auf Grund der folgenden Uberlegung 
gefunden. . 

Das erste zur Zeit 0 geziindete Teilchen ist zur Zeit t verbrannt (8. = 1)..Es 
hat zwischen 0 und t im Mittel ¢ Teilchen geziindet; das erste friihestens zur Zeit. 0, 
das letzte spaitestens zur Zeit t und diese ¢ Teilchen werden zwischen t und 2 1 ver- 
brennen, also zur Zeit 27 alle verbrannt sein (82, = 1 + ¢). Jedes dieser ¢ Teilchen 


~ zundet selbst wieder ¢ Teilchen, das erste friihestens zur Zeit 0, das letzte zur Zeit 2 7, 
so da zur Zeit 37 auch diese ¢? Teilchen alle verbrannt sind (2,;, = 1+ ¢ + ye 


Die ¢ Teilchen ziinden ¢ Teilchen, das erste — sehr unwahrscheinlicher, aber erund- 
sitzlich méglicher Weise — zur Zeit 0 und das letzte zur Zeit 3 t, so daB zur Zeit 47 
sicher 84, =1+¢+4@+ 3 Teilchen verbrannt sind usw. 


Fe) 


Ber =14+ 64+ 084...4+0@-1= Sa . 20) 


gibt dann die Zahl der verbrannten Teilchen nach z2-maliger Wiederholung dieses 
Spieles, also nach der Zeit ¢ = zt. (Daf wir hierbei die zur Ziindung eines Teilchens 


Butt. 


fe 


Sete 
n turbulent bewegter 


+ 


_ notig t ge ge “seine Brenndauer vernachlassigen, sowie kleinere Unterschiede in 
Qualitat und GréBe der Teilchen und damit t als genau gleich betrachten, wird beim 


Vergleich mit der Erfahrung zu beachten sein.) Doch kénnten diese Werte fiir ‘Bore Dae ‘= 
usw. auch schon vor den Zeiten 2 7, 3 t usw. so gut wie erreicht werden, wenn wir uns die ee 
uberwiegende Zahl der ¢ Ziindungen, die jedes Teilchen veranlafBt, in dem ersten Teil 
_ seiner Brennzeit zusammengedringt denken; ja, solange wir hinsichtlich der Verteilung —__ 
der Ziindungen iiber die Brenndauer des Einzelteilchens gar keine Annahme machen, a 
ware es grundsatzlich sogar méglich, daB das erste Teilchen alle ¢ Teilchen zur Zeit 0 % 
ziindet und diese wieder sofort alle ¢ Teilchen usw., so daB die ganze Verbrennung schon 
zur Zeit t vollendet wire. Doch haben wir in Gl. (17) bereits einen Ausdruck kennen- ee 
_ gelernt, der die Streuung der Ziindungen iiber die Brenndauer des Einzelteilchens a 
beurteilen 148t. Danach sind die Ziindungen zu Beginn wohl mehrmals haufiger — setae 
als am Ende, aber iiber die ganze Brenndauer doch: hinlanglich verteilt, wm fiir ein ; 
Teilchen von bestimmter Anfangsgréfe die Angabe eines mittleren Ziindungsver- as 
mogens zuzulassen. - - ; 


EY Ra ee 


es ee eee 


Werden im letzten Spiel alle vorhandenen Teilchen erschopft, so kann man nach ae 
_ Gl. (20) zwischen dem ,,Anlauf‘‘ und dem eigentlichen Ablauf einer Kohlenstaub- [a 
verbrennung (Verpuifung, Explosion) unterscheiden. Im Anlauf verbrennt noch —— 
wenig, so dal} die Zahl N der nichtgeziindeten Teilchen von der anfanglichen Zahl N, b> 
aller Teilchen in der Brennkammer noch nicht sehr verschieden ist und auch ¢ einen += 
4 beilaufig konstanten Wert besitzt. Erst nach dem vorletzten Spiel, also nach der — 
Zeit ( — 1) +r wird die Ziindung so stiirmisch, daB N rasch auf Null sinkt. am 
Ks ist namlich die Zahl der bis zum Zeitpunkt (2 — 1) t verbrannten Teilchen 3,,__ 1), = : a 
eee = : 
4 “= fa". dagegen die der spater verbrannten Teilchen gleich ¢?—1, so daB 


; Saale he 
das Verhaltnis zwischen diesen beiden Zahlen g = ao = 


+; So. 


y betragt. Je nachdem & Be 


. die 1 schon gegen € odar erst gegen ¢?—! vernachlassigt werden kann, liegt der Wert 2a 
dieses Verhaltnisses bei € oder bei €—1. Es ist also die Zahl der im eigentlichen = 
Ablauf der Verpuffung verbrannten Teilchen £ — 1 bis ¢-mal so groB als die Gesamt- eae 
zahl aller bis dahin, d. h. im ganzen Anlauf verbrannten Teilchen. ; 
So war im letzten Beispiel die Anfangszahl der Teilchen von 1,58- 10 cm Radius 
. gleich 5 je cm, also in einem Brennraum von | m? Inhalt gleich 5- 10%. Weiters ergab pee 
Z 
E sich ¢ = 5,51 und t = 1,56s. Aus a = N, berechnet man z = 9,92 und die a 
Anlaufszeit (2 —1)t = 13,9s. Wahrend dieser Anlaufzeit sind 0,91-10® Teilchen ae 
verbrannt; der Hauptteil von 4,09- 10¢ Teilchen verbrennt aber erst im letzten Spiel. _ oo 
Je groéBer das N, bei bestimmtem Kohlegehalt ist, je kleiner also die Teilchen 2 ee 
sind, desto kleiner wird das ¢ und desto gréBer das z, also die Zahl der Spiele, die bis ne 
zur raschen Verbrennung ablaufen miissen. Da aber zugleich das 1 sinkt, bedeutet 
das doch keine Verlangerung der Anlaufzeit, wie man sich leicht tiberzeugt. Das ae 
Verhaltnis g nimmt freilich ab und wird fiir ¢ = 2 nahezu Eins, so da im Anlaut te 
und Ablauf die gleiche Kohlenmenge verbrennt. Dennoch wird der Druckanstieg aan 
am Ende sehr gro sein kénnen, da die zweite Halfte der Kohle in weit kiirzerer Zeit a 
verbrannt wird als die erste. a 
Verzégerungszeiten zwischen Ziindung und Explosion in der GrdBe von 10s und eS 
dariiber sind in den meisten explosiven Gasmischungen, besonders auch fiir Methan- fee 
Luft-Gemische beobachtet worden. An Kohlenstaub-Luft-Gemengen wurde unseres 
Wissens die Erscheinung noch nicht naher untersucht und ist in solcher GréBe auch 
nur dann zu erwarten, wenn die Ziindung, wie hier angenommen wurde, an einem 
einzigen Teilchen beginnen kénnte. Das ist kaum zu erreichen. Werden aber anfangs a 


, 


Ss 
Ss 
ro 


‘— pSaalt 


angsgliede We a 


viele Teilchen geziindet, so fallen in Gl. (20) aus der Reihe die . 
und erscheint die Anlaufszeit um vieles gekiirzt. : 

Trigt man den durch Gl. (20) bestimmten Verlauf der Verbrennung in ein N t- 
Diagramm ein, so ergibt sich fiir das gegebene Beispiel ein in Abb. 1 dargestellter 
Verlauf, der in seinem plétzlichen Abfall und dem selbstverstandlich damit verbundenen 
schlagartigen Druckanstieg allen Beobachtungen entspricht. So konnen wir als 
Ergebnis dieser Betrachtung feststellen, da8 die Dauer der eigentlichen Verbrennung 

(Explosion) und die Brenndauer t des einzelnen Kohle- 
teilchens ungefahr gleiche GroBe haben. 

B. Die Teilchen seien so groB, ihre Brenndauer so 
lang, daB die Zeit, die der Hauptteil des ganzen Gemi- 
sches zu seiner Entziindung braucht, kiirzer ist. 

Bezeichnet wieder V das Volumen der Brennkammer 


B= thg/m? 


St MNy= 52009? } und N =n V die Gesamtzahl der jeweils noch nicht 
2o=158.10 cm g geziindeten Teilchen, wahrend NV, die Gesamtzahl der 

a $=55 y _ anfanglich vorhandenen Teilchen bedeutet, so gibt 
Zip y unter der gemachten Annahme NV, — WN die Zahl der 

fete sae ce g brennenden Teilchen. Wir kénnen dann die Anderung 
Z des N in der Zeiteinheit (— +r), also die Zahl der 


72545 678 9 w185t Entziindungen je Sekunde einerseits der Zahl N der 
Abb. 1. Zahl der noch unver- noch nicht geziindeten Teilchen, anderseits der Zahl . 
brannten Kohleteilchen in Ab- N,— N der brennenden Teilchen proportional setzen, 
hangigkeit von der Zeit bei fener wobei wir den Proportionalitatsfaktor 2 als konstant 

Rernne. behandeln. Faktisch wird er allerdings mit dem Ab- 


ua brand der Teilchen kleiner werden. Wir rechnen also 
auch hier mit einem Mittelwert. 
Das gibt 
o & 
— £F = 1(N)—N)-N und 2% oem 
| = (21) 
Ny = 105m? oe als das Verhaltnis zwischen der Zahl der brennenden 


Ags und der noch nicht geziindeten Teilchen. 


. . tee 0 
Weiters ist NV = ee 


tionskonstante bedeutet. 
- Rechnen wir die Zeit von dem Augenblick, in dem 
(ae? 3 y G5 ¢ schon Xt Teilchen brennen, so ist fiir ¢ =0, V = N,—® 


wo C die Integra- 


~%S WEA DN ®@ & 


Abb. 2. Zahl der noch unver- und bestimmt sich die Konstante C = —~~—... Das 
brannten Kohleteilchen in Ab-  ojbt eres : 
hingigkeit von der Zeit bei gréber > = eC : (22) 
Kornung. yet et ie et Not 
No—wx 
Rechnen wir hingegen die Zeit vom Augenblick, in dem das erste Teilchen geziindet 
wurde, so ist N 
N= (23) 


if ANot 
1 sis ten 
UN OT, Gk an ey 


Die diese Gleichung in der N ¢-Flache darstellende Kurve (Abb. 2) verlauft wie 
im ersten Grenzfall zunachst parallel zur Abszisse. Es ist nach Gl. (17) ae fir N =N, 
gleich Null und nach Gl. (18) der Ausdruck re e* Not, solange NR gegen N, klein 
bleibt, innerhalb einer von 4 abhingigen Zeitspanne zu vernachlassigen. Hingegen 


eer : 
—_ ie allie ene 
- ave es ye : aes 


“a 
> 


| K etei chen i a baled ere Luft. iat 


‘ist dieser Ausdruck am Ende des pa eae sehr groB, so daB man die Eins | 


streichen kann. Es wird N = = —4Not” erfolgt also der letzte Abfall nach einer 
Exponentiellen. Vorher liegt bei M ein Wendepunkt, in welchem die Zahl 
der esas ein Maximum aufweist. Seine Koordinaten sind durch N = 20 
t =a Wr In ees 1) im und die Zahl der Ziindungen, auf die Sekunde bezogen, 
betragt —(G di \ = Dort ist also die Zahl der brennenden Teilchen gleich 
der der noch nicht pevandetan: 

Setzen wir z. B. die Zahl der in einem m® anfangs vorhandenen Teilchen gleich 
108 und nehmen wir weiters an, daf in M, also bei inasimaler Ziindungsgeschwindigkeit 
in der Sekunde 10° Teilchen geziindet werden, so ist 2 = 4+ 10-® und erhalt die Kurve 
die in Abb. 2 gegebene Form. Die Entziindung tritt also nach einer Anlaufzeit von 
etwa 3s in der vierten auch hier schlagartig ant und ist vor der fiinften praktisch 
beendet. Doch werden die Verbrennung und die Druckentwicklung je nach GroBe 
der Teilchen noch langere Zeit anhalten. 

Wollen wir auch in diesem zweiten Grenzfall an der Voraussetzung festhalten, 
da die Verbrennung bei Luftiiberschu8 stattfindet, so miissen wir, da die Teilchen 
groB sind und die Staubdichte nicht zu klein werden darf, annehmen, daB sie nicht 
in einem geschlossenen Gefaif, sondern in einem turbulenten Luftstrom vor sich geht, 
so da der Sauerstoff stindig erneuert wird. Allerdings ist dann zu erwarten, daB 
durch die Bevorzugung einer bestimmten Strémungsrichtung der regelmaBige Ablauf 
der Erscheinung durch die verschiedene Fallgeschwindigkeit der brennenden und 
nichtbrennenden Teilchen gestért wird. Die brennenden Teilchen werden sozusagen 
herausgeblasen. a 

Man kénnte diese Rechnungen ohne besondere Schwierigkeiten verfeinern und 
erweitern. Doch scheint es uns geraten, damit zu warten, bis sich die hier entwickelte 
Betrachtungsweise in den einschlagigen Gebieten der Praxis (Kohlenstaubfeuerung, 
Brand- und Explosionsverhtitung im Betrieb und in der Grube) als niitzlich erwiesen 
hat. Auch miissen vorher die theoretischen und experimentellen Grundlagen unserer 
Rechnungen in zwei Richtungen ergainzt werden. 

Die eine betrifft die genauere Untersuchung des Zusammenhanges zwischen dem 
Radius (a) des brennenden Kohleteilchens und dem Radius (s) der umgebenden Hiille, 
in welcher das entwickelte Flammengas radial abstrémt, wahrend gleichzeitig der 
die Verbrennung unterhaltende Sauerstoff durch sie zur Oberflache des Teilchens 
diffundiert. Unser Ansatz s —a = konst. bedeutet nur eine erste Naherung. 

Die zweite betrifft den Diffusionskoeffizienten des Sauerstoffs durch die hoch- 
erhitzten, vom brennenden Teilchen abstrémenden Gase. Er ist nur der Gro8Benordnung 
nach bekannt. Eine genauere Kenntnis dieses dem Versuch allerdings nicht leicht 
zuganglichen Koeffizienten ist aber im Hinblick auf die maBgebende Rolle, die er 
in unseren Betrachtungen spielt, fiir deren Fortfiithrung nicht zu entbehren. 
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Ein staubeigenes Fallgesetz. _ 
Von E. Feifel, Wien. 
Mit 9 Textabbildungen. = 


Einleitung. ; : 
Pa Bei der Untersuchung eines Staubes auf GroBe und Fallgeschwindigkeit seiner 
oii Teilchen pflegt die Unstetigkeit der MeBergebnisse dort, wo die Siebung von der ; 
Windsichtung abgelost wird, als unvermeidlicher Schénheitsfehler der Staubkennlinien 
hingenommen zu werden Es wird gezeigt, da an dieser Stelle die Rechnung an- 
zusetzen hat, um die anfechtbarste, weil wirklichkeitsfremde Voraussetzung bekannter : 
Bs Fallgesetze, die Annahme der Kugelgestalt aller Teilchen, auszuschalten. 


1. Die Kugelfallgesetze. 


‘ Die rechnerische Verfolgung eines Staubteilchens in seinem freien Fall durch 
ruhendes Gas — eine grundlegende Aufgabe der Staubtechnik — steht schon mit 
dem Ansatz der Gleichgewichtsbedingung an Hand des allgemeinen ee 
Widerstandsgesetzes* Wize 3 


vig Fh =nV (1) 


vor der ersten Schranke: Von g und y, abgesehen, bieten_alle iibrigen Groen dieser 
Gleichung als staubeigene Kennwerte der unmittélbaren Messung zum Teil uniiber- 
windliche Schwierigkeiten. In erster Linie kann es sich angesichts der unendlichen 
Vielgestalt der Kornformen eines natitrlichen Staubes nicht darum handeln, das 
einzelne Korn zu beschreiben und sein Schicksal zu verfolgen. Die Untersuchung 
wird vielmehr Teilchen mit irgendwelchem gemeinsamen Merkmal, z. B. mit gleicher 
Fallgeschwindigkeit w, zu Gruppen (Fraktionen) zusammenfassen und den Ange- 
hérigen solcher Gruppen im ibrigen ,,mittlere Eigenschaften zuschreiben. ; 


_ ea oder 


Eine Gruppenbildung nach F oder auch nach a = «a ist meBtechnisch vollig 
ausgeschlossen. Nach der Gleichung 
eda Sa = 


ee ee ee ~ (la) 


kann deshalb der Formbeiwert « nicht selbstandig, sondern nur in Verbindung mit 
dem Widerstandsbeiwert y fiir bestimmte Gruppen von oS ermittelt werden. Es 


* Es ist 
w die asymptotisch angestrebte Endgeschwindigkeit des Teilchens, 
. W der w entsprechende Widerstand, den das Teilchen seitens seiner flissigen Umgebung erfahrt, 
ec. G das Eigengewicht, 
V das Volumen, 
F der gréBte Querschnitt des Teilchens, senkrecht zu seiner Bewegungsrichtung gemessen, der 
sogenannte Hauptspant, 
a eine kennzeichnende Abmessung von F, 
: o« ein ,,Formbeiwert‘‘ in V/F = aa, 
ag y der Widerstandsbeiwert,  ~ 
; g die Erdbeschleunigung, : 
: y, die Gaswichte, 4 = 
Reet ys die Wichte des homogen vorausgesetzten Tellchens: 


In Gas-Staub-Gemischen zeigt das Verhaltnis y,/y, die- GroBenordnung 1000. Die im folgenden 
durchweg beibehaltene Naherung . 


ronmn(e—ors 
U va) vy Ys 


lauft auf eine Vernachlissigung des statischen Auftriebs am Teilchen im Gas hinaus. 


—_— oe oen 


es Me = gtk 
‘cle ne ere 
ws i C 
no 7 


te ee ; fr 
deshalb auch zweckmagig, fiir den Wert + eine eigene Bezeichnung », als 
»,Bremsbeiwert* einzufiihren und der Einheitlichkeit halber auch fiir den Fall zu 
tibernehmen, da unter der Annahme kugelférmiger Staubteilchen der Formbeiwert 


bekannt ist: Wo ae 9 
a —=_ _== eet ean a a, 
ach. : : F 6a a : 3 
OKugel = os (2) 


Als meBtechnisch erfafbare, kennzeichnende Abmessung des Teilchens gilt 
ublicherweise die Maschenweite a, die bei der Siebung den Riickstand R vom Durch- 


gang D der Staubprobe trennt. Die entsprechende Vorstellung einer Siebungsfraktion a 
vermittelt aber durchaus kein einheitliches Bild. Vielmehr kénnen alle iibrigen 


GréBen — V, F, y, y, und w — innerhalb einer solchen Fraktion die verschiedensten 
Werte aufweisen, so daf ihnen wieder, um sie in Gl. (1) miteinander verkniipfen zu 
kénnen, Mittelwerte zugeschrieben werden miissen. Es ist auch nicht zu iibersehen, 
daB die Abmessung a@ eines Teilchens, dem bei der Siebung der Durchtritt durch 
die Maschenweite a eben noch gliickte, nicht unbedingt den Hauptspant F kenn- 
zeichnen, d. h. keineswegs dem Querschnitt angehoren mu, der z. B. bei der 
Windsichtung senkrecht zur Anstrémrichtung steht, zumal das Teilchen in der 
wirbelnden Strémung keine Parallelverschiebung, sondern zweifellos eine wirbelnde 
Bewegung erfahrt. 

In ahnlicher Weise wird die Windsichtungsfraktion w wohl die Teilchen vereinigen, 
deren Fallgeschwindigkeit zwischen w und w+ Aw liegt, dabei aber keinerlei AufschluB 
geben, welche Rolle die tibrigen Werte V, F, y,, y und a im einzelnen spielen. Wenn 
dabei die Fallgeschwindigkeit w der Blasegeschwindigkeit gleichgesetzt wird, von 
der das Teilchen bei der Windsichtung ausgetragen wird, so liegt auch darin schon 
eine Mittelwertbildung, die alle Folgen einer wechselnden Einstellung in der Strémung 
ebenso ausgleicht wie die ungleichmaBige Geschwindigkeitsverteilung tiber den Blas- 
rohrquerschnitt. - : 

Aus der Problematik einer solehen Betrachtungsweise mit ihrer Unsicherheit ftir 
die zahlenmaBigen Grundlagen der Gl. (1) sucht die obenerwahnte weitgehende 
Annahme kugelférmiger Staubteilchen einen Ausweg. Diese idealisierende Annahme 
bedeutet fiir homogene Teilchen die weitere, daB sich in einer Siebungsfraktion zwischen 
den Maschenweiten a und a + da nur Teilchen gleicher Falligkeit, in einer Wind- 
sichtungsfraktion zwischen den Blasegeschwindigkeiten w und w + dw nur solche 
gleicher GréBe zusammenfinden, ja sogar, daB zwei durch das Fallgesetz [Gl. (1a)] 
verbundene Fraktionen der Siebung und der Windsichtung jeweils die gleichen Indi- 
viduen enthalten. 

Wie wirklichkeitsfremd diese Vorstellung ist, bedarf kaum eines Wortes. Sie 
erméglicht aber im Gegensatz zum nicht kugelférmigen Korn dem einzelnen Staub- 
teilchen vom Durchmesser a@ eine eindeutige Fallgeschwindigkeit w zuzuordnen und 
umgekehrt, so daB in 1 ee 

ek al vy w (1b) 
noch Staubwichte und Bremsbeiwert zu wiirdigen bleiben. 

Der dem Wertepaar (a, w) oder der Reynoldsschen Zahl R, = a (vy = kine- 


matische Zahigkeit des Gases) zugehorige Widerstandsbeiwert y der Kugel ist Gegen- 
stand umfangreicher experimenteller und theoretischer Forschung. So lassen sich 
z. B. die Ergebnisse zahlreicher Kugelfallversuche fiir R, < 400 mit groBer Genauig- 


keit in das Gesetz? Cy ei 
WKugel empir. = f (R.,) ms Re (1 + 0,13 R,°:") (3) 


SDAA RE 


24 3 
Oseen WOseen = il a aig tte) 


sie ee 
‘ > ee ee y 


einordnen, so dai 3g 


: Wo Kugel empir. — f (R,) cae Fe a 0,13 Be). 4 ao - os (8a) > : a4 
Wird dieser Wert in Gl. (1b) eingefiihrt, so folgt — 
; A Te ps 0 4oy ge ee (4) 
a(t)? w—04an 9 293 =o 


eine Gleichung, die fiir Zahlenrechnungen zweckmafig und zumeist durch den folgenden 
mittelbaren Zusammenhang zwischen_a und w ersetzt wird: 


3 3 R ; : 
th V2 (5) 
V1 Yo Kugel empir. : 
ee (6) 
Immer aber bleibt die Verwertung der Ergebnisse der Kugelfallversuche in all- 
gemeinen theoretischen Untersuchungen der Staubtechnik mit einer gewissen Un- | 


handlichkeit behaftet. ; 
Wesentlich einfacher gestaltet sich die Rechnung mit den theoretisch ermittelten 


mit 


w = 


Werten von ; y ‘ 
= 24 
Stokes = ee 
‘ah. W stokes R,. | } (7) 
; Be) : = 
oder von Bee ea 


36 / 3 (8) 
Wa Oseen = al =F zg Bel. : 


Thre Einfithrung in Gl. (1b) an Stelle von » 


« Kugel empir. 


liefert die Kugelfallgesetze? 


von : $3 . 
Stokes : ee w—2g"a=0, : (9) 
t 
27 36 » , . 
-Oseen wh aarp rep ge a (10) 
die je nach Bedarf nach w oder a aufzulésen sind: 
: . cea ee) 
Stokes PSs ie oe 
soviet mee (11) 
vv 
e= / 18 — — w. 
G9 Vs ' 
eth tA 8» \2 Sy 
Oseen ra ARES e4) aT ee g a, 2 
27 27 . 
Sh wt + Y/ (22 ws) +7292 gw (12). 
Wes ; sat 
2q Vs 
q VY 


Den allgemeinen, zugleich wiinschenswert einfachen Einblick in Staubbewegungen 
vermittelt demnach in erster Linie die Stokessche Gleichung, etwa in der Form 


1 7 
Gas ny Stokes ° W2 (13) 
f ‘ 
® stoxes = |/ 18 7 (falls a in em) . (3a) 
oder ee 


& Stokes = 10t)/ 18 ne (falls @ in w). | (13d) 


mit 


(Riickstand) einer Staubprobe ist, der auf 
einem Sieb mit der Maschenweite a zuriick- 
bleibt bzw. der bei der Blasegeschwindig- 
keit w aus dem Windsichter nicht mehr 
ausgetragen wird. In Abb. 1 sind die beiden 


Riickstandslinien mit gemeinsamem Achsen- — 
nullpunkt zusammengefabt. 


Sowohl der Siebung wie der Windsichtung 
sind Grenzen gezogen, die bei einer Grenz- 
korngréBe a* (praktisch zumeist a* = 60 1) 
za einem Wechsel des MeBverfahrens zwin- 
gen. Unmittelbar aus der Messung werden 
daher nur die Kurvenzweige 1 und 2 ge- 
wonnen. Um — fiir jeweils gleiche Riick- 
stande R — aus den Mefwerten von 1 die 
Fallgeschwindigkeiten von (2) und anderseits 
aus den Fallgeschwindigkeiten von 2 die 
Aquivalentdurchmesser von (1) zu errechnen, 
oder mit anderen Worten zur Verlangerung 
der Windsichtungskurve 2 in das Gebiet mit 
eréBeren Fallgeschwindigkeiten als w* = 
= w), — a+ und der Siebungskurve 1 in das Ge- 
biet der ideellen Maschenweiten a < a*, wird 


nach der tiblichen Betrachtungsweise eines der obigen Kugelfallgesetze herangezogen. __ e. 


ie, gael __-&. - Unstetige Kennlinien. 
Fiir Untersuchungen der Staubtechnik wird ein Staub iiblicherweise durch seine ee 
Kennlinien R = f (a) und R = f (w) beschrieben, wobei R der gewichtsmaBige Anteil . ae 


100| v.H 


, 


oS Messpunkte 


Dabei kann es nicht iiberraschen, daB die aus MeBverfahren ganz verschiedener 


Voraussetzungen hervorgehenden Linienziige 1 und 2 bei ihrer rechnerischen Ver- 


Abb. 2. 


Abb. 3. 


kniipfung durch ein Gesetz a =f (w) im allgemeinen keine stetige Verlangerung 
nach (1) bzw. (2) wie in Abb. 1 erfahren. Der Wechsel des MeB8verfahrens wird viel- 


mehr an der Ubergangsstelle, bei a* oder w*, Unstimmigkeiten 4a bzw. Aw (vgl. 


, 


airs 


Abb. 2), zumindest aber einen Neigungshruch der Kennlinien | 3) zur 
haben. . 
Die fiir den Ausscheidungsgrad einer hochwertigen Entstaubungsanlage maBgeben- _ 
den Korngrof8en bleiben im Gebiet der Windsichtung. Die Bedeutung der Unstetig- 
keitsstelle der Kennlinien mag deshalb z. B. im Zusammenhang mit Fragen der Zyklon- 
entstaubung an sich zuriicktréeten. Der scheinbare ,,Schénheitsfehler“ verdient aber 
nach anderer Seite zur Kennzeichnung des Staubes volle Beachtung; es ware jedentalls 
verfehlt, an der Ubergangsstelle etwa einen graphischen Ausgleich zu versuchen. — 


3. Die Staubwichte y,. 


Eine Untersuchung hinsichtlich der Staubwichte y, ist selbst dann nicht zu umgehen, 
wenn das spezifische Gewicht des homogenen Staubbildners bekannt ist, denn in 
den Fallbewegungen im Windsichter oder im Zyklon kommt ein Gewicht der Teilchen 
zum Ausdruck, das auch von ihrer etwaigen Inhomogenitét infolge stofffremder 
Ein- und Anlagerungen beeinfluBt ist. _ ae. 

Die Schwierigkeit einer einwandfreien Bestimmung der mittleren Wichte einer 
Staubprobe — von jener des Einzelkorns ganz zu schweigen — ist bekannt. Die 


Pyknometrierung, eine Volumen- und Gewichtsbestimmung, ist unabhingig von 


den Hauptabmessungen und von der Oberflachenbeschaffenheit der Teilchen. Es 
deckt sich aber ihr einzig eindeutiges Ziel, die ,,Reinwichte“ des von anhangendem 
Gas vollig freien Staubteilchens, nicht unbedingt mit dem Wert, der im Windsichter 
oder im Zyklon das Verhalten der Teilchen gegeniiber ihrer flissigen Umgebung regelt, 
ohne daB erkennbar ware, wie sich eine etwa anhangende Gashiille im Widerstands- 
beiwert, in der Anstrémflache oder im Gewicht des Teilchens bemerkbar macht. 

Es liegt hierin eine nicht zu unterschatzende Unsicherheit fiir die zahlenmaBigen 
Grundlagen von Gl. (1b) und gleichzeitig ein AnlaB zu dem Hinweis, daB aus den 
Ergebnissen einer sorgfaltigen Siebung und Windsichtung eine mittlere ,,scheinbare“ 
Staubwichte y,* zu errechnen ist, die einen fehlenden MeSwert ersetzen kann oder 
zumindest zu tberpriifen erlaubt. Der Rechnungsgang ist folgender: __ 

Das Grenzwertepaar (a*, w*) ist stets als gegeben anzusehen, und zwar a* als 
kleinste bei der Siebung verwendete Maschenweite, in der Regel also a* = 60 w, und 
w* aus einer Extrapolation der MeBwerte der Windsichtung bis R* = Rj, — 4.. 
Mit einem der Bremsbeiwerte fiir die Kugel, d. h. mit 

a* w* 
oe 


ps Kugel = f ( 
ergibt sich also. aus Gl. (1b) 
: Sener 1 hte : 
Veet or Reet 2g % a* (14) 
und damit die Méglichkeit, in Abb. 3 die in A, und A, anschlieBenden Zweige 1” 
bzw. 2’ einzuzeichnen. 

Es wird mit anderen Worten zugunsten der Bedingung Aalg. = 0 baw. Aw|g+ = 0 
eine Naherung hinsichtlich der Staubwichte in Kauf genommen, deren Grad an einem 
etwa vorliegenden pyknometrischen Wert y, ermessen werden kann, soweit einem 
solchen absolute Bedeutung zuzubilligen ist. 

Aus dem Grad der mehr oder weniger vollkommenen Benetzung aller Staubteilchen 
bei der Pyknometrierung und aus der Art, wie sich etwa angelagertes Gas auf das” 
Verhalten der Teilchen auswirkt, kann ein Anla8 sowohl zur positiven wie zur negativen 
Korrektur des pyknometrischen Wertes y, erwachsen, d. h. es kann y,* = y, sein. 
Dem Schleudervorgang in der Zyklonkammer darf aber der naturbelassene Zustand 
der Staubteilchen, wie er sich in der Windsichtung und im Wertepaar (a*, w*) aus-— 
driickt, angemessener gelten als ihre restlose Befreiung von anhaftendem Gas. 


60 uw, fur y, = 1,20- 10-3 ae (Lutt 20°C; 760mm He), ferner fiir 

= ) em?s-1 und g = 981 cms~ ist y,* fiir verschiedene Werte von w* der Abb. 4 
ar At entnehmen, und zwar verschieden, je nachdem in Gl. (14) als Bremsbeiwert y* sioxess 
W* Oseon oder Y* x Kugel empir, Cingefiihrt wird. 
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Fallgeschwindigheit w 
Abb. 4. 


4. Das staubeigene Fallgesetz. 


Es darf als bekannt vorausgesetzt werden,’ da8 Kennlinien von der Form Abb. 1 
fiir viele Zwecke der Staubtechnik, auch fiir die Zyklonberechnung, mit hinreichender 
Treffsicherheit durch zwei dem GauSschen Fehlerverteilungsgesetz nachgebildete 
Exponentialfunktionen erfaBt werden kénnen: 


F100 ee (ai 
und. ag (15) 
R® = 100e—””"* (w in cm/s). 

Diesen Gleichungen liegt die Auffassung der Kennlinien als Wahrscheinlichkeits- 
verteilung, des Werdegangs des Staubes als eines Problems der Statistik zugrunde. 
Thre Anpassungsfahigkeit an versuchsmafig ermittelte Kornverteilungen, deren natiir- 
licher Aufbau nicht absichtlich oder unabsichtlich durch Zumischung oder Entmischung 
gestort wurde, ist jedenfalls in dem mafgebenden Kornungsgebiet der Zyklon- 
entstaubung erwiesen. Die Gleichungen erleichtern die allgemeine rechnerische Beant- 
wortung zahlreicher Fragen der Staubtechnik, und sie entsprechen bei passender Wahl 
der Exponenten z und y auch den pouoreerunnen an die zahlenmaBige Genauigkeit.* 


* Liegen neben dem gcfict vareiandlivhen Wert & = 100% fir a= 0 baw. fiir w = 0 noch 


zwei sorgfaltig ermittelte Wertepaare 
(a, R)q und (a, R)g 


Ingenieur-Archiv I, 1-2. - 


Aus den ae ein Kugelfallgesetz ce | (oe verbundenen em e : 
sind zwar durch die Hinfiihrung einer errechneten Staubwichte y,* die’ Unaeiiane | 
keiten Aa und Aw an der Ubergangsstelle der Mefverfahren auszumerzen. Aus dem 
verbleibenden Neigungsbruch (Abb. 3) in den Punkten A, und A, mu8 aber gefolgert. 
werden, daB nur eine Richtigstellung des Fallgesetzes selbst, d. h. de Briicke zwischen 
der Kérnungslinie R =f (a) und der Falligkeitslinie R =f (w) zu dem im nattr- 
lichen Staub folgerichtig zu verlangenden stetigen ie wie in Abb. 1 fihren 
kann. 

Nun lehrt aber ein Blick auf Gl. (1b), da lediglich ee der Bremsbeiwert yy. 
einer Richtigstellung zuganglich ist, da mit anderen Worten die Unstimmigkeiten 
in Abb. 2 und 3 nur auf die idealisierende Annahme der Kugelgestalt aller Staubteilchen 
zuriickgehen kénnen: Der Wert Pa Kuge ist durch einen spon en Werk Wiepesiaks 
zu ersetzen ! 

Wenn es umgekehrt gelingt, die MeBkurven 1 und 2 in Abb. 1 ohne eine Annahme 
hinsichtlich der Korngestalt stetig und wahrscheinlich tiber R* hinaus zu verlangern, 
ist der Weg zu der staubeigenen Beziehung gegeben: 


: ee eee (16) 


Die linke Seite dieser Gleichung stellt eine Verbindung von Widerstandsbeiwert, 
Korngestalt und Staubwichte dar, die auch in den Grundgleichungen der Zyklon- 
berechnung wiederkehrt.> Es bestiinde also an sich kein AnlaS zur Trennung dieser 
Vesbindung. Mit ihrer Festlegung fiir jedes Wertepaar (a, w), d. h. fir jede Qiebungs- 
und Windsichtungsfraktion des betreffenden Staubes oder auch fiir jeden Riickstand, 


also mit . 1 
>= Ya spez. = f(k 
Ys 


kénnte die Staubanalyse fiir die Zwecke der Zyklonberechnung als ausgeschépft gelten. 
Ist fiir gewisse Zwecke die Kenntnis von pez, selbst erwiinscht, so setzt dies in - 
Gl. (16) jene der Staubwichte voraus, die ihrerseits einer pyknometrischen Messung 
entstammen oder als scheinbare Wichte wie oben errechnet sein kann. 

Nun ist aber mit den beiden Kenngleichungen (15) die Voraussetzung zusammen- 
gehoriger Werte von a und w fir beliebige Riickstaénde zwischen 0 und 100% ohne 
irgendwelche Annahme beziiglich der Korngestalt erfillt, und damit ist auch der 
rein rechnerische Weg zur Staubwichte y,* und zum staubeigenen Fallgesetz offen. 
ae (w, R), und (w, R)g 
vor, so ist 

_ Ww—lg R,) Ig (2—lg R,) 


Ig a, — lg ag 


22,808 


Hy a! (2—lg B,) 
2,303 
meee My aries (b) 
; lg (2 — lg B,) — lg (2 —lg R,) 
Yo = lg Wy —lg Wp (c) 
= 2808 pp, 
a 
2,303 


(2 — lg Reg) (d) 


te 


re TV RR ee TEN 


A 

: 

s 

= 
‘ 


-horigen Riickstand yd: h. aus 


cl st f 0. AGk Mis: ee nie w* an der Siebungsgrenze aus dem zu a* ge- 


R* = 100 & ae 


Pe | 
ps wt = (in 100 yn (17) 
oder aus as . i 
5 R* =100¢ %*" = 1006-8” 
zu ; . : 
x — (%1 ox) ye 
we = | a ‘) : (18) 


Sodann ist mit Hilfe von Gl. (11) 

; 8 y -w* 
ye = 10°. 18 9, Te 
auch die Staubwichte y,* zu errechnen, die mangels eines pyknometrisch ermittelten 
Wertes allen weiteren Rechnungen zugrunde liegen kann oder einen etwaigen Mef- 
wert tiberpriifen laBt. 


Ein Eingehen oo die Staubwichte eriibrigt sich, wenn das Interesse auf den 
kombinierten Wert > y, beschrankt bleibt. Denn aus dem Zusammenhang 


s 


oy a" = ts we? 
folgt iornes 
i ne) YN a 19 
= we ae [2] w z C ) 
2 ih 2" 
=m (32) Y2 a Y2 (19a) 
Daa = 
also in einer Abwandlung der Gl. (1b) (mit @ in 1) 
1 We Oe 
ye Wa spez. = 2 g y we 
entweder ome d Cass her ; 
Sey = 29g 410~ can Bey CST (20) 
oder : . PE oie - 
le Megs te 20a 
| = f(ay=2g- 10-4 ()" a -* (20a) 
Ist dagegen ys; gemessen oder y,* errechnet, so ist auch Yee, =f (a) bzw. 


Wa sper. — [ (w) selbst gegeben. 

Zwischen Bremsbeiwert und Riickstand, d. h. fiir y, epez. = =/(R), ergibt sich 
ein Zusammenhang, indem aus den Gl. (20) und (20a) die GréBen a bzw. w mit Be- 
nutzung der Gl. (15) eliminiert und durch den Riickstand FR ersetzt werden; es folgt 


jeweils: ; ats j ee ae ree 
sighs v1 Ya 1 Ys 
pee tg 0 Se i ee en 
Resonders aufschluBreich endlich gestaltet sich eine Verbindung von wy gpez, Zur 
Reynoldsschen Zahl.&,. Da ’ pias 
X ee Seas 
vibe gel R 
und 
Seti d 2 1009, 
oie ee ate 
ist zunachst Rp — iota 
7 0 i oa a tet ge 
meee acy ie Va ‘100\y, ~ ue 9 
ee (—) (] (mp) : (22) 
F 7% 


Es folgt also durch Elimination von In 


“ 00 ~ : ae 
Texto, co eee 5 
2d 3 BY et 


—4(1 rere et eed 
Wa spez. — =29- -10 


od v1 ; 3 
oder A \ 
a Yo spe. = R,” ae 
mit : ine = 
‘ n= ee = (25). 
und ee ese 3 ae ; ; 
es Bee Vs — (%a\ntue a 
A =2g-10 ey (3) - (26) 


An die Stelle der Kugelfallgesetze (mit a in cm) 


empirisch S (1 + 0,13 R,°7) w— 2 gat pzsee ie 
a Ce 1 aes 
Stokes — | = ‘wi —2g tea =0, 
: Sut 3 Sass ‘Vs ree 
Oseen Ae (a+ 16 R,) Ww 20 Oe 


kann somit — unter dem Vorbehalt einer Uberpriifung seiner Giltigkeitsgrenzen — 
das staubeigene Gesetz treten (mit a in yp) 
A 
Rr 


spezial 


dessen nahe Verwandtschaft besonders zum Stokesschen Gesetz auch aus folgender 


Gegentiberstellung hervortritt: 


Stokes 36 yw —2 2 (10-ta}! =0, 

u ' 
spezial A yp? wen — 2g — (LOa)t a6 (28) 
oder ; 1 Lee 
Stokes a =Wstoxes W 
mit ; 1 

; ae 36 1 2 
i O stokes’ i 104 Ee 9g a > 
spezial year ie 
2 or Wepen! w' a Wiper oa Shee (29) 
mit : 
= Ah Vey kee > oe 
apen: 104 ( 2 g H) s . (29a) 


So anschaulich auch der Bremsbeiwert yy spez,= A/R.” in seiner -Gegeniiberstellung 


zum Stokesschen Wert Yz gtoxes = 36/R, ist, und so klar er das staubeigene Fall-— 


gesetz als Verallgemeinerung des Stokesschen Kugelfallgesetzes erkennen la8t, so 
unbequem ist er im Hinzelfall fiir zahlenmaBige Untersuchungen. Wird dagegen A 
aus Gl. (26) und 7 aus Gl. (25) eingefiihrt, so ergibt sich entweder 


‘ 1 Ye 
a Vi ane 
oder i | ae ; ‘ Mi : (30) | 
= eae 


also zwei einfache Beziehungen zwischen Teilchengré8e und Fallgeschwindigkeit, 
die auch unmittelbar aus den Gl. (15) abzulesen waren. Der Vergleich mit Gl. (29) 
1aBt dann noch : 


erkennen. 


ae 
Ospex. = (2) = eaten 


nti) (2s) ps eS ae R, “+ (93) E 
a — 


we —2g 1 (10-4a) = 0. (27) 


a ee eee See COC 


i le ao fo sade 


=e Ss ee 


Pen Te 


; einen Rickstand R von 


r i ate Zahlenbeispiel : 
Sepang and Windsichiute eines Braunkohlenstaubes Srgaben* 


1aBt sich mit sehr guter Naherung durch die Gleichungen 


— 0,04186 a9,9478 


bzw. . R= 100e a! 
: 0, 7812 
Per Ae —0,2512 w 


wiedergeben und als ,,wahrscheinliche* Mgeliien (1) bzw. (2) tiber den Riickstand 
R* = Ri, ~ 6» = a+ hinaus verlangern. Es ist also Pics 


x, = 0,04186, To = 052512; 
y, = 0,9478, Yo = 0,7812. 
Fiir a* = 60 wu wird zunachst 
eae = 13,184, 
Weiterhin ist im Punkt A, : 
- nach Gl. ya = laa need g ear (Pikes = 14,49 cm/s, 


¢ 


1 
ctu Mae = 14,49 cm/s. 


a 


* Prifungszeugnis B 2 A 3359 des Staatlichen Materialpriifungsamtes Berlin- Dahlem, vom 
5, XII. 1938. 
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Parana Ss 9 lanecs) s 38 3% 0,4 2,0 5,2 8,4 13,2 
mit einer TeilchengréBe a ............... Mijes coh ae rap S 90 S 75 S 60 
bzw. | 
emmee- Riekbtang 2. VON. .. 2... ccc en. % 35,0 67,0 89,8 10,2 
mit einer Fallgeschwindigkeit w .......cm/s | S 6,71 | = 1,68 | = 0,42 | < 0,42 
: Die Staubwichte wurde pyknometrisch zu y, = 1,4 g/cm® ermittelt. 
Olo 
@ A947 
Linie 1-(1)..... Roje 100 € 0.04186. 099478 Siebung 
07812 | 
~Linie 2-42) .uRoje= 100 e7 92912. Wirdsichtung 
Linie 1” 2 
e : jor ae 
4 8s : 1.45 gem? 
0 20 40 60 GO 9005 320440. 460 180° 200 
Teilchengrosse a Faligeschwindigheit w Le bzw. emis ; 
Abb. 5. 
Die zeichnerische Mittelung der MeBwerte R =f (a) und R =f (w) in Abb. 5 


ear. 


ees 


aus Gl. (14) bestimmt werden, nachdem fiir 


eee 
53) Goch eat 


Die LN e AS Stanbwichtis yt kann hiermit der 


a*w* 10-4 60+ 14,49 
tO igo aera 3 0,149 ° a8 


der zugehorige Beiwert Yakug ermittelt wurde. Fir. 


36 
Ya Stokes == 0,58 = = Gee [s. Gl. (7)] 
oder pee cs 
oe Ps Oxcen = Gear (0 + Fy 0:58) = 9,0 [s. GL (8)] 
Yoemoi. = Gag (1 + 0413 0,58") = 68,0 [s. GL Ba)] 
ot y,* = 1,33 g/em? = 0,95 ys, | 
yee = 1,47 ” = = 105 Vs 
gt as 1A) yo) Seed Cory 
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Abb. 6. 


Solche Unterschiede zwischen berechneter und gemessener Staubwichte diirfen 
mit Riicksicht auf den Zweck der Untersuchung und auf die nicht zu tibersehenden 
Fehlerquellen. der Messung wohl als tragbar gelten. 

Dagegen kann der Neigungsbruch der Kennlinien nicht befriedigen, wenn in Abb. 5 


die MeB8kurven zuniachst mit Hilfe eines der Kugelfallgesetze nach 1’’ bzw. nach 2” 


verlangert werden. Fir Abb. 5 ist hierzu die Gl. (5) verwendet. 
Dieser Neigungsbruch verschwindet, die Linie’ 1 geht stetig in (1), die Linie 2 


in (2) tiber, wenn an die Stelle von yy Kuzet empir. er stanibeigerie Wert tritt: 


1 = — 1,1758 


aus Gl. (20) - y, Pa spe, = f (w) = 1077 w fe 
aus Gl. (20a) a Wacapen =f (> OULU Nps (vgl. Abb. 6). 
Ferner liefert 

100 \— 1:5052 
die Gl. (21) Pa oper, = 198,5 (In =>} (vgl. Abb. 7), 
die Gl. (22) R, = 0,1107 (In ses : 
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| aa ae aie pee 
die Gl. (23) We spez, =. 47,54 R, (vgl. Abb. 8), ; 
a also die Gl. (25) n = 0,644 
s und die Gl. (26) A = 47,54. : 3 
——— Der Vollstandigkeit halber sei noch aufgefiihrt — und zwar fir a in yp, fir | 
ar y, = 1,2: 10-* gem- und » = 0,149 cm’s . ' 
nach Gl.(13b) . | Kstores = 15,15 em’/: s'/2, 3 . | 
a | pet pies 0,176 ae i 
: ee nach Gl. (29a) Sapa, —= 6,62:em PtB Sgt 6.67 cm aie | 
| ‘ 1000 Hl 
om/s : | 
3 100 | 
4 5 i. 
& : } 
& 4 
| 
ERSaeRuG ce ; 
O- 220.0 60", 120 160 200 . 
ng ee (a) 3 
Abb. 9. 
Zum Aufbau von Abb. 9, d. h. fir w = f(a), kann dann entweder gael (29) oder 
eine der Gl. (30) und (31) verwendet werden; es ergibt sich ' 
i 
a = 6,62 poss | 
3 oder (a in w, w in cm/Js). ° 
w= 0,10la = | 
Zusammenfassung. = eee =<. 
E: Auf seine kiirzeste Form gebracht, verlangt das Ergebnis der vorstehenden Be- . 
ey trachtungen: Jedem Staub sein eigenes Fallgesetz! 
aot Mit der Preisgabe der idealisierenden Annahme kugelformiger Staubteilchen geht 
a . auch die eindeutige TeilchengréBe als ordnendes Merkmal verloren. 4 
e. Indem aber auf die Massenerscheinung eines natitirlichen Staubes, der in unendlich | 
Bo: vielfaltiger Verteilungsméglichkeit unendlich vielgestaltige Teilchen in stetiger Folge | 
Pee <,.. 


enthalt, die Betrachtungsweise der Statistik, hier naiherhin das Gau8sche Verteilungs- — 
ee gesetz angewandt wird, gelingt es, wie fiir die Teilchengréfe und Fallgeschwindigkeit, 
pee so auch fiir eine aus Widerstand und Korngestalt gebildete GréBe kollektive Mittel- 
a werte zu bilden. Fiir diese kombinierte KenngréBe wird die Bezeichnung ,,Brems- 
beiwert‘‘ vorgeschlagen. Ihre Einfiihrung in das allgemeine quadratische Widerstands- 
gesetz ergibt ein staubeigenes Fallgesetz, in dem das in w lineare Stokessche Kugel- 


3 fallgesetz als Sonderfall enthalten ist. cs 
cr. Dieses staubeigene Fallgesetz bildet die Briicke zwischen den beiden Kennlinien — 
> der Falligkeitslinie und der Kérnungslinie — eines bestimmten Staubes, von denen 
:, die eine aus dem MeBbereich der Windsichtung, die andere aus dem Bereich der Siebung 
Be mit Hilfe des Gau8Bschen Verteilungsgesetzes stetig und wahrscheinlich in das der 


Messung nicht mehr zugangliche Gebiet verlaingert wurde. Es leuchtet ein, daB es 


_ damit auch an die Versuchsbedingungen — Temperatur, Zahigkeit, Wichte des Gases — 

-gebunden ist und einer Richtigstellung bedarf, wenn es aus den Bedingungen der 
Windsichtung beispielsweise auf den Ausscheidungsvorgang in einer Entstaubungs- 
anlage tibertragen werden soll. Dieser Ubergang vom , Staubeigenen“ zum _,,betriebs- 
eigenen Fallgesetz sei einer weiteren Betrachtung vorbehalten. 


Literatur: 


a ‘E. Rammler: ,,Kritische Betrachtungen zur Frage der Fallgeschwindigkeits- und Kérnungs- 
linien von Flugstiiuben‘’*.. Braunkohle 88, H. 38, 675ff (1939). — ? Vgl. Torsten Widell: ,,Zur 
Berechnung der Fallgeschwindigkeit von Staubteilchen. Z. VDI 80, 1497/98 (1936). — 3S. auch 
» Richtlinien fiir die Bestimmung der Zusammensetzung von Stauben nach KorngréBe und Fall-— 
~geschwindigkeit“. Herausgegeben vom Fachausschuf fiir Staubtechnik im VDI. Berlin 1936. — 
* 8S. u. a. P. Rosin u. E. Rammler: Die Kornzusammensetzung des Mahlgutes im Lichte der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Kolloid-Z. 67, 16/26 (1934). E. Feifel: , Ayklonentstaubung“. 
Kornungslinie und Ausscheidungsgrad‘. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. 15, H. 2, 102 (1944). — ® Vel. 
E. Feifel: ,,Zyklonentstaubung. Der Zyklon als Wirbelsenke‘‘. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. 9, H. 2, 
68 (1938). E. Feifel: »Zyklonentstaubung. Die ideale Wirbelsenke und ihre Niaherung“. 
Forsch.-Arb. Ing.-Wes. 10, H. 5, 212 (1939). i 
(Hingegangen am 20, Dezember 1945.) 


Der Mechanismus des elektrischen Feldes. 
Von L. Flamm, Wien. 
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Der Mechanismus des elektrischen Feldes. 


Dem genialen englischen Physiker Michael Faraday verdanken wir die Entdeckung 
des Feldbegriffes. Demnach gehen von einer positiven elektrischen Ladung elektrische 
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Feldlinien radial hinaus in den Raum (Abb | 
miinden elektrische Feldlinien radial von allen Seiten ein (Abb. 2). Die Anzahl dieser - 
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in eine negative elektrische - 
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Feldlinien ist der Ladung proportional. Diese elektrischen Feldlinien sind es nach 
Faraday, welche im Ausma8 ihrer Liniendichte die Kraftwirkungen der Ladungen 
in den verschiedenen Abstanden hervorbringen. Die Einfiihrung des Feldbegriffes 


durch Faraday erwies sich von ungeheurer Bedeutung fiir die Fortentwicklung s 


der Physik. Auf dieser Grundlage entwickelte Maxwell seine umwalzende Theorie 
der Elektrizitat und des Magnetismus, welche zur Entdeckung der elektromagnetischen 
Wellen fithrte. Die auf dieser Grundlage sich machtig entwickelnde Elektrotechnik 
hat die Begriffe des elektrischen und des magnetischen Feldes einer breiteren Offent- 
lichkeit gelaufig gemacht. Nichtsdestoweniger kann man aber nicht behaupten, daB 
sich der Feldbegriff dadurch iiber Faraday hinaus vertieft und weiterentwickelt 


NZ 
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Abb. 1. * = : Abb.2.. *= 


hatte. Man kann im Gegenteil eher behaupten, da8 Faraday eine tiefe innere Uber- ~ 


zeugung von der Realitat des Feldes hatte, wahrend die Folgezeit im Feldbegriff 


eher ein niitzliches Ausdrucksmittel sah, abstrakte quantitative Beziehungen in an- 


schaulicher Weise darzustellen. Hat man aber das Gefthl, im Feldbegriff etwas kiinst- 
lich Geschaffenes vor sich zu haben, das nur fiir die Beschreibung einer beschrankten 
Gruppe physikalischer Erscheinungen ausgezeichnet geeignet ist, so ergibt sich von 
selbst nicht das allgemeine Bediirfnis, mit der Fortentwicklung der Physik auch den 


Feldbegriff zu entwickeln. Kin Anlafi hierzu ware bereits vorhanden gewesen, als 
die Maxwellsche Elektrodynamik als Elektronentheorie von H. A. Lorentz weiter-— 


entwickelt wurde. Der AnstoB, die Elektrodynamik bewegter Kérper, hatte an- 
scheinend mit dem Feldbegriff nichts zu tun. Aber die grundlegende Voraussetzung 
dieser Theorie, die Annahme einer atomistischen Struktur der Elektrizitat, ware wohl 
dazu angetan gewesen, sich diesbeztiglich auch mit dem elektrischen Feld auseinander- 
zusetzen. 

Erst der Einsteinsche Aquivalenzsatz von Masse und Energie hatte dazu gefiihrt, 
das elektromagnetische Feld in neuem Lichte zu sehen. Die Maxwellsche Elektro- 
dynamik hatte die Energiedichte des Feldes zu berechnen gelehrt. Aus dieser Energie- 


‘dichte lieBen sich nach dem Satz von der Erhaltung der Energie auch die Maxwell- 


schen Spannungen berechnen, welche den Vorstellungen Faradays entsprechend 
die Kraftwirkung des Feldes vermitteln. Nach dem Einsteinschen Satze bedeutet 
nun aber die Energiedichte des Feldes auch Massendichte. Demnach kommen dem 


Felde Spannungen und Masse zu, ahnlich einem festen Kérper. Mit Recht wird daher 


in Hermann Weyls ,,Raum-Zeit-Materie“ das Feld eine Form der Materie genannt. 
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- Wir wollen dafiir die Bezeichnung . Feldmaterie einfiihren. Sie verhalt sich in vieler 

= Beziehung anders als die uns gelaufige Form der Materie, mit ihrem Nebencinander 

j von Atomen und Molekiilen als Bausteinen, die noch weiter aus Elektronen, Protonen 

. und Neutronen sich zusammensetzen. Wir wollen sie daher als Korpuskelmaterie 
bezeichnen. Die Feldmaterie dagegen ist ein Kontinuum, welches den ganzen Raum 
erfillt. Auch ist die Feldmaterie durchdringlich, wihrend man einst die Undurch- 
dringlichkeit als physikalische Grundeigenschaft aller Kérper betrachtete. Heute, 
wo man die Kerne auch der schwersten Atome mit Korpuskularstrahlen durchschieBt, 
weifs man, dafS hier kein prinzipieller, sondern nur ein quantitativer Unterschied 
vorliegt: Die Korpuskelmaterie ist auBerst schwer, die Feldmaterie auBerst leicht 
durchdringlich. Das Vorhandensein von Spannungen und Massendichte befahigt 
aber die Feldmaterie, ahnlich einem festen Korper zu schwingen und Transversal- 
wellen fortzupflanzen. Damit erdffnet sich die Méglichkeit, den in der Quanten- 
mechanik aufgetretenen, paradox erscheinenden Dualismus Korpuskel-Welle unserem 
Verstandnis zu erschlieBen; denn das Elektron kann einerseits mit seiner Ladung 
und Masse als Korpuskel wirksam sein, anderseits in den Schwingungen und Wellen 
seines Feldes zur Geltung kommen. So kénnte also die Weiterentwicklung des Feld- 
begriffes gerade in Hinblick auf die moderne Physik von besonderer Bedeutung 
sein. 

Arbeiten tiber die Struktur der Feldmaterie, welche allgemein Anklang gefunden 
hatten, liegen kaum vor, wihrend uns die Struktur der Korpuskelmaterie heute schon =. 
sehr gelaufig ist. Im festen Zustand halten Kohiasionskrafte die nebeneinander- - . Ses 
liegenden Atome zusammen. Die feste Substanz kann auch aus mehreren neben- 2 
einanderliegenden Stiicken bestehen, zwischen deren Beriihrungsflichen keine Ko- | . a 
hasionskrafte wirksam sind. Im tropfbarfliissigen und im gasformigen Zustande besteht re 
die Substanz aus mehr oder weniger losen Molekiilen, die im allgemeinen aus einem 
oder nur wenigen Atomen aufgebaut sind. Bei der Feldmaterie haben wir prinzipiell 
andere Verhaltnisse zu erwarten; Teile der Feldmaterie kénnen nur ineinanderliegen, ‘ 
da jede Feldmaterie sich tiber den ganzen Raum erstreckt. Da aber das elektrische 
Quellenfeld aus Teilen aufgebaut ist, folgt notwendig aus der Grundhypothese der 
Elektronentheorie, daB jede elektrische Ladung sich aus Elementarladungen zusammen- 
setzt. Zu jeder Elementarladung gehért aber ein elektrisches, Quellenfeld, das jede 
Verschiebung der Elementarladung zwangslaufig mitmacht und das wir als elektrisches 
Elementarfeld bezeichnen wollen. Elektrische Felder superponieren sich blo8, Krafte 
resultieren nur auf elektrische Ladungen. Aus diesem Grunde haben wir vorauszu- 
setzen, daB® jedes elektrische Elementarfeld fiir sich, unbeeinflu8t von tiberlagerten 
Elementarfeldern, iiberall im ladungsfreien Gebiet Schwingungen ausfiihrt und Wellen 2 
fortpflanzt, nur auf Grund seiner eigenen Maxwellschen Spannungen und seiner _ 
eigenen Massendichte. Auch wenn die iiberlagerten Elementarfelder so beschaffen 
sind, daB sie sich kompensieren, daB also keine resultierende Feldstarke zustande 
kommt, das Gebiet also im herkémmlichen Sinn als feldfrei bezeichnet wird, so kann 
trotzdem jedes der iiberlagerten Elementarfelder fiir sich seine Schwingungen und 
seine Wellenfortpflanzung ausfiihren, ganz so, als ob die iiberlagerten Elementarfelder 
gar nicht vorhanden waren. AuSerdem miissen wir offenbar voraussetzen, daf diese 
unabhangigen Schwingungen und Wellen in den einzelnen elektrischen Elementar- 
feldern gerade diejenigen elektromagnetischen Erscheinungen darstellen, welche der 

- Maxwellschen Elektrodynamik gehorchen. . 

Das elektrische Elementarfeld eines positiven elektrischen Elementarquantums 
haben wir uns also von der Gestalt der Abb. 1, das eines negativen elektrischen 
Elementarquantums von der Gestalt der Abb. 2 vorzustellen. Ein positives und ein 
negatives Elementarquantum in einem bestimmten Abstand voneinander erzeugen 


ae b: aie re é 


ein resultierendes Feld, wie es in Abb. 3 dargestellt ist. Von z h gleicher Gestalt 
ist auch das Magnetfeld eines Magnetstabes, der in erster Naherung durch gleich- 
starke, aber entgegengesetzte Pole an den Stabenden reprasentiert wird. Durch 
Fisenfeilspine auf einer Glasplatte kann der Verlauf der resultierenden magnetischen 
Feldlinien leicht demonstriert werden. Dieses Experiment diirfte einen starken Anstof 
zur Aufstellung des Feldbegriffes gegeben haben. Trotzdem betrachten wir das elek- _ 
trische Feld der Abb. 3 als rein phaénomenologisch, hinter dem als -physikalische 
Realitaten die elektrischen Elementarfelder Abb. 1 und Abb. 2 stehen, durch deren 
Zusammenwirken das Feld Abb. 3 resultiert. Sicher : 
| ist diese Behauptung allerdings nicht. Vielleicht 
: haben alle elektrischen Elementarfelder die Gestalt = 
der Abb. 3, indem die elektrischen Feldlinien des 
Elementarfeldes immer eine Quelle ‘in Form einer 
positiven Elementarladung und zugleich eine Senke © 
in Form einer negativen Elementarladung besitzen, 
so daB also immer eine bestimmte positive Elementar- 
ladung mit einer bestimmten negativen Elementar- 
ladung durch ein elektrisches Elementarfeld verkniipft 
ist. In einem Umkreis um eine Elementarladung, 
dessen Durchmesser klein ist gegen den Abstand des — 
Ladungspartners, kann immerhin auch dann noch das: 
elektrische Elementarfeld durch Abb. 1 bzw. 2 mit 
geniigender Naherung dargestellt werden. Bei der 


Abb. 3. Abb. 4. Abb. 5. 


durch die kosmische Héhenstrahlung ausgelésten Parchenbildung, bei der eine positive 
und eine negative Ladung zugleich durch ein neutrales Strahlungsquant erzeugt 


- werden, haben wir vielleicht die beiden Partner eines elektrischen Elementarfeldes vor — 


uns. Solange aber keine Erscheinungen bekannt sind, die einen solchen Sachverhalt. 
beweisen, wollen wir ihn auch nicht in Rechnung stellen und uns die elektrischen - 
Elementarfelder in Form der Abb. 1 bzw. 2 veranschaulichen. 

Betrachten wir nunmehr ein Gebiet, dessen lineare Ausdehnungen klein sind gegen — 
den Abstand vom Ladungszentrum, so kann man in gentigender Naherung daselektrische' . 
Elementarfeld dort als homogenes elektrisches Feld zur Darstellung bringen (Abb. 4). 
Legt man die X-Achse eines kartesischen Koordinatensystems in die Richtung der~ 
elektrischen Feldlinien, so ist der Vektor der elektrischen Erregung durch die einfache 
Formel gegeben P= Da . 

of, (1) 


in welcher D, eine Konstante bedeutet, den Betrag der elektrischen Erregung des 
homogenen Feldes. Alle Wirkungen, die vom Ladungszentrum des elektrischen 
Elementarfeldes ausgehen, werden in allen zu den elektrischen Feldlinien senkrechten 
Ebenen kongruente Erscheinungen hervorbringen. Die dadurch hervorgerufenen 
Schwingungen der Feldmaterie werden das elektrische Elementarfeld zwar unhomogen 
machen, aber nur so, daf bloB eine Abhangigkeit von der einen unabhangigen raum- 


- feldes, das wegen Erhaltung der Ladungsfreiheit nur transversal 


-fiir den aus (6) folgt 


wie es in Abb. 5 dargestellt ist. Die Kurvenschar der elektrischen Se ist 


durch eine Gleichung von der Gestalt gegeben 


y = F (a, t) + konst. . (2) 


Hierin bedeutet F («, t) die Schwingungsfunktion, welche im Palle des ungestérten 
homogenen elektrischen Elementarfeldes identisch verschwindet. 
Die Kriimmung der elektrischen Feldlinien bedeutet das Auftreten eines Zusatz. 


sein kann, so daB wir den Ansatz zu machen haben 


= Dat). 
Die elektrische Erregung PF 


schlie8t nunmehr mit der X- i Wich tugs einen Winkel « ein, der durch die Richtungs- 


tangente der Kurven (2) nach der Formel 
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bestimmt ist. Anderseits entnimmt man der Abb. 6 
DE =D, te -05 
so den man schlieBlich ahha kann 
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Wir setzen das Ergebnis der Formeln (1), (3) und (4) in der Gestalt an 

Set (5) ay 

durch Einfihrung des Tangentialvektors an 9X 
die 2am Feldlinien 

t=i+ oy ae ; (6) 

Mittels der Formel — 

3 == [Ft] (7) 


fiihren wir auch einen Normalvektor ein, 


pps eet ae Ree (8) Abb. 7. . Abb. 8. 


Die Formeln (6) und (8) werden durch Abb. 7 veranschaulicht. Fiir die Betrage der 
dargestellten Vektoren folgert man 


(3) =) = (9) 


In der Kinematik liegen bei der Feldmaterie ganz andere Verhaltnisse vor wie 
bei der Korpuskelmaterie, weil es sich bei der Feldmaterie um die Bewegung von 
Linien, der Feldlinien, bei der Korpuskelmaterie um die Bewegung von Punkten, 
Massenpunkten, handelt. Wahrend durch die Bewegung eines Punktes eindeutig 
eine Geschwindigkeit bestimmt ist, kann man der Bewegung einer Linie eine ganze 
Mannigfaltigkeit von Geschwindigkeiten zuordnen. So kann die Bewegung der D-Linie 
in Abb. 8 in die gezeichnete verschobene Lage durch jede Geschwindigkeit der Mannig- 
faltigkeit hervorgebracht werden 
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oy ; dx 


cr ln er ra (10) 


a en! wir ferner den Sperialfal, daB ao se ; 
=f nur in der Xx v Rhone auftreten, so haben wir also ein Feldlinienbild zu erwarten, 
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frei von dieser Unbestimmtheit. Nach (6) erhalt man weiter 


mit beliebigem ae Dagegen ist der Ausdruck © 


[bt] =— Sh ¥ 
Multiplikation mit.Dj gibt nach (5) weiter 
é 
p21 Peg! (1) 


als eindeutig durch die Bewegung der elektrischen Feldlinien bestimmte GréBe. 
Der auf der linken Seite von (11) stehende Ausdruck bedeutet die Flachen- 
geschwindigkeit des Vektors der elektrischen Erregung und ist selbst ein Vektor, 
der durch seinen Betrag den Inhalt der bei der Bewegung des Vektors D mit der 
' Geschwindigkeit » in der Zeiteinheit tiberstrichenen 
Parallelogrammflache gibt, die in Abb. 9 schraffiert ein- 
gezeichnet ist und mit seiner Richtung die Normale 
dieser Flache bestimmt. Wie Abb. 9 auch geometrisch 
erkennen lat, fiihrt die ganze Mannigfaltigkeit von 
Geschwindigkeiten (10) auf die gleiche Flachengeschwin- 


via 


Angabe der Bewegung von Feldlinien geeignete GréBe. 
Ein Punkt beschreibt bei seiner Bewegung eine Bahn- 
kurve mit einer bestimmten Geschwindigkeit, eine 


Abb. 9.- © 


_ Feldlinie aber beschreibt bei ihrer Bewegung eine Bahnflache mit einer ganz bestimmten 


Flachengeschwindigkeit des Feldvektors. In dem hier behandelten Sonderfall von 
Schwingungen des homogenen elektrischen Elementarfeldes ist die Bahnflache der 
Feldlinien die X Y-Ebene, der hierfiir geltende spezielle Wert des Vektors der 
Flachengeschwindigkeit auf der rechten Seite von (11) ist darum parallel zur 
Z-Achse orientiert. Wegen seiner physikalischen Wichtigkeit war auch der Vektor 
der Flachengeschwindigkeit der elektrischen Feldlinien schon langst in Gebrauch, 
nur dafi man dieser seiner grundlegenden Bedeutung keine rechte Beachtung ge- 


schenkt hatte. Der Vektor der Flachengeschwindigkeit der elektrischen Feldlinien — 


ist namlich die magnetische Feldstarke; es gilt also die Beziehung 


H = [v DO]. (12) 
Auf Grund der Theorie der Ampéreschen Molekularstréme ist auch jedes statische 
Magnetfeld auf elektrische Stréme zuriickzufiihren. Es geniigt also zu zeigen, daB 


Formel (12) das Magnetteld stationarer elektrischer Stréme auch tatsachlich richtig 


wiedergibt.* | 

Das elektrische Elementarfeld der Elementarladung e in Abb. 1 und 2 wird dureh 
die Formel dargestellt ‘ 
Doe geet (13) 


fir einen Punkt im Abstand r vom Ladungszentrum. Bewegt sich die Ladung e stationar 
oder auch quasistationar mit der Geschwindigkeit », deren Betrag fiir die elektrischen 
Stréme als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit vorausgesetzt werden kann, so bewegt 
sich das Feld wie starr verbunden mit, so da man auch allen Feldlinien dieselbe 


Geschwindigkeit » zuzuschreiben hat. Dadurch wird nach Formel (12) das Magnet- 
feld erzeugt é : 
5 = Tn lv grad r). (14) 


* L, Flamm: Algebraische Elektrodynamik. §.-B. Akad. Wiss. Abt. Il a 144, 250 (1935). 


digkeit. Gerade diese Flachengeschwindigkeit ist die zur . 


j 
’ 


‘ef, ae bea 


~ Pere < of F. Ain a, ee ee A : tie o28 ey pal eH 
ee ee) des elektrischen Feldes. ae oe. 


Aro § aie gee 
es et a 


Es soll noch betont werden, da& die Bewegung des elektrischen Elementarfeldes als i 
reine Translation vorausgesetzt wird, ohne jede Drehung, bei welcher die AuB8enpartien . a 
- Uberlichtgeschwindigkeit erhalten wiirden, so da die Translation tatsichlich zwang- ‘a 
laufig zustande kommt. a 
Wir betrachten nunmehr ein Stromelement vom Volumen (q1{) nach Abb. 10, 
dessen Abmessungen wir als verschwindend klein gegen den Abstand r % 
des Aufpunktes voraussetzen. Indem wir iiber die in ihm enthaltenen £ ; a 
stromerzeugenden Elementarladungen summieren, erhalten wir fiir das ee) a 
vom Stromelement erzeugte Magnetfeld a 


te fet eae 


tT o~he aoe 


f § = fay cited | (15) Abb. 10. ce 
a. 4a 7 ; 


Wir fassen die Ladungen in Gruppen von solchen mit nur wenig verschiedenem (v; [) ‘ae 
er zusammen, die wir mittels ihrer mittleren Ladungsdichte @ in Rechnung stellen und : a 
kénnen so umformen a 


es é0; = »S, ox (ql) Ve. | “ 
Fir die mittlere Geschwindigkeit jeder Gruppe gilt 
7 LouuD th 
. und man kann daher auch schreiben 
a é,0; = Gx (q Vz) |. 
Nun ist aber = = : 
meer Oe (Ue) eS, 


die Stromstérke im Stromelement. Es gilt also die Umformung 


. avy =J! (16) 
und damit erhalt man aus (15) ; td 
. Abb. 11. 
. oo J (grad r] ; (17) 


> 4nr 


he a 
* 
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das Laplace-(Biot- und Savart-)sche Gesetz. Fiir den Betrag der magnetischen 
Feldstarke im Aufpunkt P, Abb. 11, erhalt man daraus 
'¢ 
_ Jlsing 
7 is en ee 
ihre Richtung ergibt sich senkrecht zur Zeichenebene. Es ftihrt also (12) tatsaichlich a 
auf die bekannte Formel fiir das Magnetfeld stationarer elektrischer Stréme. ; 


So ist also das Magnetfeld anderer Natur als das elektrische Feld. Nach unserer = tem ‘ 

Theorie der elektrischen Elementarfelder stellt das elektrische Feld eine besondere pe 

{ Form der Materie dar, die wir Feldmaterie genannt haben, wobei das Wort Feld S eS 
im historischen Sinn als Vektorfeld zu verstehen ist, wahrend man heutzutage auch vipa 
von einem Skalarfeld und einem Tensorfeld spricht. Eigenthich ware es daher deut- : 
licher, das elektrische Elementarfeld als Vektormaterie zu bezeichnen, wahrend die 
Korpuskelmaterie im kristallinen, im fliissigen und im gasformigen Zustande sozusagen 


; skalare Materie, als anisotroper Kristall Tensormaterie darstellt. Aus diesem Grunde jae 
4 werden wir wohl auch Unterschiede im mechanischen Verhalten der Feldmaterie So 
3 gegeniiber der Korpuskelmaterie zu erwarten haben. Das Magnetfeld aber ist nach. yr 
3 unserer Auffassung nicht materiell, sondern stellt bloB ein kinematisches Bestimmungs- ‘s 

- stiick des elektrischen Elementarfeldes dar, so dals wir seine Energie als kinetische 

4 Energie zu deuten haben, was uns nicht ungelaufig ist. Wir haben sie als kinetische 

j -Energie der Feldmaterie anzusehen, die ihr 4quivalente Masse als Massenvermehrung 

q der Feldmaterie. Wohl war uns bisher der Unterschied gelaufig, daB das elektrische 


ee 
its 


Feld durch einen polaren, das ina tneucene Feld aarelt eine aa 
ist, was mit den Deutungen der Theorie der elektrischen Elementa elder in ausge-_ 
zeichnetem Einklang steht. Sonst aber hatte man wegen der -weitgehenden formalen . 
Ubereinstimmung zwischen den beiden Feldern wohl bisher das Gefiihl, daf sie sich 
ziemlich gleichartig gegentiberstehen. Das. ist aber nach der Theorie der elektrischen 
Elementarfelder ganz anders: Das elektrische Elementarfeld ist Urform der Materie, 
das magnetische Feld ein geeignetes Ma der Bewegung dieser Materie. 

Aus (11) und (42) erhalt man fiir den behandelten speziellen Fall der See 
im Boucle. elektrischen Elementarfeld fiir die magnetische Feldstarke 


§=—D, Ht (18) 
Fur den Betrag ergibt sich demnach 
LewD, ay 


er ist also durch den Betrag der Tritevorcleseneneree y der eis SE. 
Feldlinien bestimmt. 

Wir wenden uns nun der Berechnung der Schwingungen und Wellen im homogenen 
elektrischen Elementarfeld zu, wozu wir also von den Formeln fiir die Dynamik des 
-elektromagnetischen Feldes aus der Elektronentheorie Gebrauch machen diirfen. 
Demnach haben wir als dynamische Grundgleichung anzusetzen 


=f (19) 


Hierin bedeutet g die elektromagnetische inpelsnente und f° die Kraftdichte des 
elektromagnetischen Feldes. Aus der Formel ; 


ergibt sich nach (5) und (18) eee 9] ; ¥ oy 
| 7 pie ee 
und weiter nach (7) h : 
g =u De a ey 


Tier Vektor der Tealedigaes liegt aise in der X Y-Ebene als Bahnebene dae elektrischen 
Feldlinien und steht senkrecht zu diesen. Man folgert also fiir die linke Seite von (19) 


ae 2 ae 08 
= 4D, {3 bot ah 


Die Kraftdichte setzt sich nee zusammen aus a im elektrischen Feld und der 
im magnetischen Feld; es gilt also 


(22) 


| f =f + fm. (23) 
Aus den Maxwellschen Spannungen berechnet man fiir (5) und (6) oe 
D,2 ety ; 
: a P= = Pew: (24) 
und analog fiir (18) Sa Gans 
ss Dit ae (25) 
Mithin erhalt man fiir die rechte Seite von (19) 
‘eEeS De ay oy 08 
‘ie 7 par 2 DO ae ae ia 
Durch Vergleich mit (22) folgert man also aus (19) fiir die Dynamik des homogenen 
elektrischen Elementarfeldes ey ety 
aot EM oe | (26) 


das ist eine Differentialgleichung fiir die elektrischen Feldlinien (2), welche die Form 


E. sie Sibert in voller Strenge ohne jede Vernachlassigung a ae Nun gilt die Beziehung 


TP Te) ee ay, Oe ee 


er, | 
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1 
in der ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Man can also (26) auch schreiben 
: oy Tenery ; 
Fy a re a) 


Dieser Differentialgleichung zufolge pflanzen also die elektrischen Feldlinien ihre 

Verschiebungen und Geschwindigkeiten wie eine schwingende Saite fort, und zwar 

gerade mit der Geschwindigkeit c, das ist mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

elektromagnetischer Wellen. Diese im elektrischen Elementarfelde lings der Feld- 

linien fortlaufenden Wellen wollen wir elektrische Elementarwellen nennen. 
Differentialgleichung (28) hat Integrale von der Gestalt 


y =f (uF cb), (29) 
wobei f eine Pera Funktion seines Argumentes bedeutet.” Man oe daraus 
Parad =f’ (x == Cc t), 

=+Fef’ (x+et). 
Das liefert nach (5) und (6) das elektrische Feld 
D=DitD fi («= cj (30) 
und aeh (18) ) das magnetische Feld é 
H= +eD f (e+ ctf. . (31) 


Die Gl. (30) und (31) stellen also das Feld der elektrischen Elementarwelle dar. Es 
setzt sich zusammen aus dem homogenen elektrostatischen Elementarfeld (1) und 
dem dynamischen Zusatzfeld gx _ Dof' («Fe ct)i, 


H* = +cD f («Fett 

ee beiden Ausdriicke stellen aber nichts anderes dar als die uns gelauficen Formeln 
fiir das Feld ebener elektromagnetischer Wellen. Demnach kommen also ebene 
elektromagnetische Wellen dadurch zustande, daB ebene elektrische Elementarwellen 
langs der elektrischen Feldlinien eines homogenen elektrischen Elementarfeldes entlang 
laufen. Das elektrostatische Elementarfeld ist im allgemeinen durch andere elektro- 
statische Elementarfelder in seiner Wirkung nach aufen kompensiert, so da nur. 
das dynamische Zusatzfeld, die elektromagnetische Welle, zur Beobachtung kommt. 
Es spielt also das elektrostatische Elementarfeld die Rolle eines verborgenen elektrischen 
Feldes der elektrischen Elementarwelle. 

Erst die Fortpflanzung der elektrischen Elementarwelle aber erschlieBt sich unserem 
mechanischen Verstandnis. Es ist verlockend, zu ihrer Erklarung direkt an das Bild 
der gespannten Gummischniire anzukniipfen, das sich Faraday zur Veranschaulichung 


der elektrischen Feldlinienréhren gemacht hatte. So wie nun langs der gezupften 


Gummischniire mechanische Wellen entlang laufen (Experiment), so pflanzen sich 
die elektrischen Elementarwellen lings der elektrischen Feldlinien im elektrischen 
Elementarfelde fort. Die elektromagnetische Welle als ein Bestandteil der elektrischen 
Elementarwelle bewegt sich dabei mit. Wahrend man sich bisher aber vorgestellt 
hatte, daB das elektromagnetische Feld der elektromagnetischen Welle mit der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit weiterlauft, entpuppt sich diese in der elektrischen 
Elementarwelle als bloBe Phasengeschwindigkeit. ‘Die tatsichliche Bewegung der 
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hung der Eofininacaden Saite hat. Im Gegensatz zu dieser aa 


elektrischen Felden ist Gamveral zu dieser: Reldrewse und Bowogungenent ae 
des elektrischen Feldes sind in der elektrischen Elementarwelle geradezu vertauscht- 
gegeniiber unseren bisherigen Annahmen fiir die elektromagnetische Welle. Die — 
Fortpflanzung der elektromagnetischen Welle fiir sich allein zu verstehen, entzieht. 
sich aber unserem mechanischen Verstandnis. Aus diesem Grunde waren die Bestre- 
bungen auch niemals zur Ruhe gekommen, eine mechanische Erklarung der Aus- 
breitung elektromagnetischer Wellen zu geben. Immer wieder versuchte man es, — 
durch Aufstellung einer Atherhypothese dieses Problem zu lésen und immer wieder 
scheiterte man an denselben Schwierigkeiten, denen schon Fresnel bei Aufstellung 
seiner mechanischen Lichttheorie mit seinem Lichtiéther begegnete. Die transversale 
Natur der Wellen erforderte von dem Ausbreitungsmedium die elastischen Eigen- 
schaften einer festen Substanz, das Fehlen jedes Einflusses dieses raumerfiillenden — 
Mediums auf die Bewegung der Himmelskérper sprach aber fiir den fliissigen oder 
gasformigen Aggregatzustand. All diese Schwierigkeiten aber riihrten nur davon 
her, da& man den Ather blo& als Korpuskelmaterie sich vorstellen konnte. Die raum- 
erfiillende Feldmaterie aber hat gerade die Eigenschaften, welche Fresnel vom Licht- 
ather voraussetzen mufte: Elastische und Tragheitseigenschaften ahnlich einem festen 
Korper und Durchdringlichkeit.. Auf Grund der Theorie der elektrischen Elementar- 
felder konnen wir also im Sinne der elektromagnetischen Lichttheorie den Fresnel- 
schen Lichtather als die raumerfiillende Feldmaterie auffassen. 

Weil die elektrischen Elementarladungen im Weltenraum im allgemeinen kein ~ 
resultierendes elektrisches Feld erzeugen, betrachtete man ihn als leer. Nach der 
Theorie der elektrischen Elementarfelder miissen wir aber den Weltenraum iberall 
mit Feldmaterie erfiillt annehmen. Wenn sich auch das resultierende elektrische 
Feld auf Null reduziert, so bleiben doch alle elektrischen Elementarfelder in solcher 
Weise wirksam, daB sie elektrische Elementarwellen fortpflanzen. Wir haben den 
Weltenraum nicht im Sinne Newtons als leer zu betrachten, sondern iiberall mit. 
Substanz erfillt im Sinne von Descartes. Diese Substanz ist aber keine Korpuskel- _ 
materie, sondern Feldmaterie. Sie vermittelt die Ausbreitung der elektromagnetischen 
Wellen und des Lichtes durch den Raum. 

Indem durch die raumerfiillende Feldmaterie alle elektromagnetischen Wirkungen 
mittels elektrischer Elementarwellen zustande kommen, stellt sie auch den Mechanis- 
mus zur Erklarung der Maxwellschen Elektrodynamik dar. Demnach miissen die 
Gesetze der Maxwellschen Elektrodynamik die Eigenschaften der Felder der 
elektrischen Elementarwellen beinhalten. Mit Hilfe der hier behandelten ebenen 
elektrischen Elementarwellen kann man natiirlich nur zu den Maxwellschen Glei- 
chungen fiir strom- und ladungsfreies Gebiet gelangen. 

Aus der Formel fiir das Magnetfeld der Bes Elementarwelle (18) rechnet man 


rot = Do => = 7 ri 
Aus den Formeln (5) und (6) fiir das elektrische Feld der elektrischen Elementarwelle 
erhalt man . aD ay ‘ 
S00 J 
Zufolge der Rechenregel : Te 
MY se = Oy : 
ergibt: sich hii i a « | - 
rot = ae mes) 
die erste Hauptgleichung der Elektrodynamik fiir ein stromfreies Gebiet. ia rechnet 
ferner aus (5) und (6) ey 
rot D = Dy aie f. : (32) 


VON AN eee ee Neate 


‘Hilfe der eee der ebenen elektrischen Hlementarwellen (28) 


kann» man umformen zu a ee 
rot D = —; Dy Tt i 
Aus (18) folgert man oe : 
| acme ee (33) 
_ Es gilt also auch : : 
1 a | 
: rot D = — Fc eone-ra : (II) 


die zweite Hauptgleichung der Elektrodynamik, welche das Faradaysche Induktions- 


gesetz bedeutet. Aus (5) und (6) folgert man ferner ; 
div D = 0, (IIT) 


die dritte Mase Nashio Diftercatialpleiohune des elektromagnetischen Feldes fir 
ein ladungsfreies Gebiet. Aus (18) rechnet man schlieBlich 


div § = 0, (IV) 
die vierte und letzte Differentialgleichung der Maxwellschen Theorie. 


Am Beispiel der Gl. (II) soll gezeigt werden, wie anschaulich das Zustandekommen 
der elektrodynamischen Grundgesetze auf Grundlage der Theorie der elektrischen 


_Elementarfelder gedeutet werden kann. Die Differentialgleichung der ebenen 


elektrischen Elementarwelle (28) ey 1 ay 
Ox? Col : 

hat eimen sehr einleuchtenden Bau. Der Ausdruck auf der linken Seite stellt. offenbar 
ein Maf8 fiir die Starke der Kriimmung der elektrischen Feldlinien dar. Die Differential- 
gleichung sagt also aus, da8 eine dieser Kriimmung proportionale Transversalbeschleu- 
nigung der elektrischen Feldlinien auftritt und umgekehrt. Es ist dies verstandlich, 
weil mit wachsender Kriimmung die transversale Kraftkomponente zunimmt. Nach (32) 
ist rot D dieser Kriimmung der elektrischen Feldlinien proportional, nach (33) ist 


— £2 der Transversalbeschleunigung proportional. So hat also nach (28) die Abnahme 


des Magnetfeldflusses einen elektrischen Wirbel in einer zu ihm senkrechten Ebene 
zur Folge und umgekehrt, was die pees des Faradayschen Induktionsgesetzes 
beinhaltet. 


- 


Schon Maxwell selbst suchte eine mechanische Begriindung des Faraday schen 


Induktionsgesetzes mittels verborgener Friktionsrollen zu geben, Boltzmann ersann 
zu diesem Zwecke seine Bizyklmodelle und Heinrich Hertz baute eine besondere 
Form der Mechanik aus, um solche Probleme meistern zu kénnen. Alle diese Be- 
strebungen waren zu gekiinstelt und setzten sich nicht durch. Mittels der elektrischen 
Elementarwellen in den elektrischen Elementarfeldern ergibt sich der natiirliche 
Mechanismus zur Erklarung der elektrodynamischen Erscheinungen. Aber die erfolg- 
losen friihzeitigen Versuche, einen Mechanismus zur Erklarung der elektrodynamischen 
Erscheinungen zu finden, hatten noch besondere Konsequenzen. Man _bezweifelte 
es schlieBlich, daB tiberhaupt ein solcher Mechanismus existiere, und stellte sich in 
der Elektrodynamik auf einen rein phanomenologischen Standpunkt, der ihre Weiter- 
entwicklung und vielleicht auch die der ganzen Physik in der Folgezeit in einseitiger 
Weise beeinflu8te. 

Das bisher Vorgebrachte stammt im Prinzip aus einer Arbeit des Vertassers, ,.Der 
Mechanismus elektromagnetischer Wellen. I. Ebene Wellen.“ (S.-B. Akad. Wiss. 
Wien, Abt. Ila. Der Akademie vorgelegt noch im Oktober des Jahres 1944.) Es soll nun 
noch ein kurzer Uberblick gegeben werden iiber die Ergebnisse einer weiteren Arbeit 


‘des Verfassers, ,,Der Mechanismus elektromagnetischer Wellen. II. Kugelwellen.“ 


(S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa. Der Akademie noch im Jahre 1944 vorgelegt.) 


8* 


Abb. 12. 


nach wie vor onetant und gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢ ist. Hingegen bleibt aber — 


Es wurden die Schwingungen ad Wellen des elomitiacieg : 
ohne jede Beschrankung auf bestimmte Gebiete untersucht. Das BEEN elektris 
Elementarfeld ist durch Abb. 1 und 2 dargestellt und durch Formel (13) gegeben. 
Seine elektrischen Feldlinien sind im allgemeinen Falle radial konzentrisch. Das 
Feld ist nicht mehr homogen, aber kugelsymmetrisch und 
nimmt mit wachsendem Abstand von der Zentralladung 
dem Betrage nach mehr und mehr ab. Die Anwendung 


der dynamischen Grundglei- 
chung (19) fiihrt auch in diesem 
Falle fiir die Feldlinienschar 
auf eine Differentialgleichung — 
der schwingenden Saite, aber 

- nicht mehr von der Gestalt (28) 
der homogenen schwingenden 
Saite, wohl aber einer inhomo- 
genen schwingenden Saite. 

Diese Inhomogenitat ist aber 
gerade so beschaffen, da sie 
sich auf die Fortpflanzungs- 

_ geschwindigkeit der Trans-— 
versalwellen nicht auswirkt, die 


Abb. 13. 


die Schwingungsamplitude nicht konstant wie bei der homogenen Saite, sondern nimmt, 


von geringfiigigen Abweichungen in unmittelbarster, Nahe des Ladungszentrums — 
abgesehen, proportional mit dem Zentralabstand zu. Man 
hat es also, unter Beiseitelassung der zentralen Abweichungen, 


/ 


Abb. 14, 


der Elementarladung quasistatisch mitmacht, so da das Anfangsstiick der elek- 


mit Wellen von konstanter Winkelamplitude zu tun. 
Es wurden speziell die Schwingungen und Wellen des 


_ elektrischen Elementarfeldes untersucht, die dadurch zustande 


kommen, daf die zentrale Elementarladung eine lineare har- 
monische Schwingung ausfihrt. Die Ergebnisse sind durch 


Zeichnungen erlautert. Abb. 12 zeigt zunachst zum Vergleich — 
den Zusammenhang zwischen den linearen, harmonischen. 


Schwingungen eines punktférmigen Erregers und den da- 
durch entstehenden Wellen bei der homogenen Saite in vier 
um eine Viertelperiode verschobenen Phasen. Abb. 13 zeigt 
zu zwei dieser Phasen die abgeainderte Welle in einer elek- 
trischen Feldlinie, die senkrecht zur Schwingungstichtung der 
erregenden Elementarladung verlauft. Man beachte die kon- 
stante lineare Amplitude der schwingenden Saite, die gleich 
der Schwingungsamplitude des punktformigen Erregers ist, 
dagegen die gleiche Winkelamplitude bei den Schwingungen 
der elektrischen Feldlinie. Weiter ist bemerkenswert, dab 
das elektrische Feld unmittelbar am Zentrum die Bewegung 


trischen Feldlinie wie starr mit der elektrischen Elementarladung verbunden, 


nur parallel zu sich selbst. verschoben, sich mit der elektrischen Elementarladung | 


mitbewegt. Abb. 14 zeigt schlieBlich fiir eine volle Meridianebene durch die Schwin- 


gungsachse der elektrischen Elementarladung die in simtlichen elektrischen Feldlinien _ 


auftretenden elektrischen Elementarwellen. Das dynamische Zusatzfeld zum elektro- 
statischen Elementarfeld (13) stellt in diesem Falle die elektromagnetischen Kugel- 
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en dar. Fiir sie wachst die lineare Schwingungsamplitude proportional mit r fiir 
eine verkehrt r? abnehmende elektrische Erregung. Das bedeutet eine verkehrt r 
abnehmende Amplitude der elektrischen Erregung fiir die elektromagnetischen Wellen, 
was den uns gelaufigen Eigenschaften der elektromagnetischen Kugelwellen voll- 
kommen entspricht. 

_ Es kann nun gezeigt werden, daB die so erhaltenen verallgemeinerten elektrischen 
Elementarwellen die Eigenschaft haben, den Grundgleichungen der Elektronen- 
theorie von H. A. Lorentz zu geniigen. Damit ist mit Hilfe der Theorie der elektri- 
schen Elementarfelder der Mechanismus zur Erklarung dieser Grundgleichungen der 
Elektrodynamik aufgedeckt. Die Rechnungen mit den kugelférmigen elektrischen 
Elementarwellen gestalten sich zwar etwas verwickelter als mit den ebenen elektrischen 
Elementarwellen, prinzipiell fiihren sie aber zu den gleichen Ergebnissen, die Beschriin- 
kung auf Strom- und Ladungsfreiheit fallt aber weg. Auf diese Weise bewahrt sich 
die Theorie der elektrischen Elementarfelder in voller Allgemeinheit. 

Sind die elektrischen Elementarfelder nicht ladungsfrei, treten auBer der zentralen 


_Elementarladung auch andere Elementarladungen in dem betrachteten Gebiete auf, 


so beeinflussen die Krafte auf diese Ladungen den Ablauf der dynamischen Vorgange 
und man wird in diesem Falle nicht mehr erwarten diirfen, daB die Maxwellsche 
Elektrodynamik zur Berechnung dieser Erscheinungen ausreicht. Aber die Darlegungen 
haben gezeigt, daB ungeliste Probleme auch in der klassischen Physik vorhanden 
sind, deren Lésung méglicherweise dazu beitragen kénnte, auch die Probleme der 
neueren Physik leichter zu bewaltigen. 

Die neue, mechanistische Theorie der Elektrizitat des Verfassers ist zu einer Zeit 
zustande gekommen, in der das wissenschaftliche Arbeiten in Wien recht erschwert war. 
Die ersten, im Jahre 1944 fertiggestellten Abhandlungen sind hauptsachlich in St. Leon- 
hard am Forst in Niederésterreich entstanden. Einen wesentlichen Fortschritt erfuhr 
die Theorie bei einem mehrmonatigen Aufenthalt des Verfassers im verflossenen Winter 
in Jenbach in Tirol. Dort in der Prantlsiedlung fand er giinstigere Lebensbedingungen 
vor, unter denen auch die vorliegende Abhandlung zustande kam. Er dankt es der 
freundlichen Vermittlung der Innsbrucker Universitat und einem anBerordentlichen 
Entgegenkommen des Leiters der Jenbacher Werke, Herrn von Pichler. Die Korrektur 
der ersten Abziige hat in dankenswerter Weise Herr Prof. Dr. Ing. Franz Magyar 
besorgt. Beim Lesen der Fahnen haben in ausgezeichneter Weise die Assistenten 
Dr. Ing. Karl Lang und Dr. Ing. Josef Tomiser den Verfasser unterstiitzt. 


(EBingegangen am 15. April 1946.) 


- Momentenverteilungs- und Stabilitatsrechnung nach der 
Steifigkeitsmethode. 


Von L. Kirste, Wien. 
Mit 17 Textabbildungen. 


1. Teil. 


Viele Aufgaben aus dem Gebiete der durchlaufenden Balken und der Rahmen 
lassen sich in verhaltnismaBig einfacher Weise losen, wenn man nicht ein Gleichungs- 
system fiir statisch tiberzahlige GréBen aufstellt, sondern den von einem belasteten 
Feld ausgehenden Momentenverlauf direkt auf Grund der verhaltnismaBigen Steifig- 
keit der anschlieBenden Teile verfolgt. Die grundlegende Betrachtungsweise, die 


piesa th 


dazu fiihrt, ist beets von Hardy Cross in seinen ;  Momenteateet 
angegeben worden; Wylie James hat dann dieses Verfahren durch Beriicksichtigung 
des Knickeinflusses bei Vorhandensein von Axialkraften erweitert. 

Bei der ,,Steifigkeitsmethode‘‘ wird zuerst eine vorbereitende Rechnung, nicht 
mit Momenten, sondern nur mit Steifigkeiten durchgefiihrt. Es ergibt sich damit 
einerseits der Vorteil, da®B die resultierende Momentenverteilung infolge beliebiger 
Belastung dann unmittelbar in geschlossener Form — und nicht erst. als. Ergebnis 
einer Iteration —‘errechnet werden kann, anderseits ist bei Vorhandensein von Axial- 
kraften damit auch die Ermittlung der Stabilitatsgrenze, also der Knicksicherheit 
des ganzen Systems oder der reduzierten. Knicklangen einzelner Stabe vorbereitet. 
Das Verfahren ergibt daher einen direkten Zusammenhang zwischen Momenten- 
berechnung und Knickberechnung, der. bei anderen Berechnungsmethoden nicht 
aufscheint. 

Zur Erlauterung sollen. vorerst nur Satome betrachtet werden, die aus starr 
miteinander verbundenen, geraden Stiben von konstantem Querschnitt bestehen 


Abb. 1. 


und deren Knoten unverschieblich festgehalten sind. Greift am Stabende A ein 
Moment M, an (Abb. 1), wahrend das Stabende B gelenkig gelagert ist, so ergibt © 
sich in bekannter Weise pot Ma: Be a Mal ‘ Le 
3EI _ 6S 
Die Voidvohtnpsetoih gheit des Stabes 4B im Punkt-A ist das Verhiltnis des 
aufgewendeten Moments zum erzeugten Verdrehungswinkel; im vorliegenden Fall 
ist dieses Verhaltnis gleich der ,,Kigensteifigkeit“ des Stabes . 
. 3 EI 
ky = an ee (1) » 


SchlieBt am Stabende B ein anderer Stab an, dessen Steifigkeit kp ist, so wird — 
durch den Momentenangriff in A auch im Punkt B ein Moment wachgerufen (Abb. 2). 
Die Verdrehung des Stabes A.B an diesem Ende ergibt sich durch Uberlagerung: 


Mey ts < Mig ts fe 
Pr sens te (“34 + Ms). 


iors ist GMAT ig Os beeen I ethane 


peers arena web te B 


ming 


3 BJ ko 
Sie mu8 gleich sein der Verdrehung des Stabes BC infolge des Momentes Mp, 
die in bezug auf diesen Stab in entgegengesetztem Sinn erfolgt: 6 = — Mz/k,; die 
Gleichsetzung liefert 
__ Ma, kp rains 4 
Ms : 5) lig: hp - oder My = ——#* +z, (2) 


ere heey 


wenn man mit ,,v,‘° den »,Kinspanngrad” des Stabes 4 B im Knoten B ee 
Nun erhalt man fiir die Verdrehung ine Av ‘4 


Ma, Mp My (1— “2 


a= + = 4 


STH ko 


* Hardy Cross: Analysis of continuous frames by distributing fixed end moments. Trans. 
Amer. Soc. Civil Engr. Bd. 96, 1 (1932). 

* Benjamin Wylie James: Principal effects of axial load on moment-distribution. Technical 
Notes, Nat. Advisory Committee Aeronaut. Nr. 534 (1935). 
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der Steifigkeitsmethode. 119 


o*. Ast also am Stabende B eine AnschluBsteifigkeit k, vorhanden, die den Einspann- as a 
<<. — grad vg = kpg/(ky + kg) ergibt, so ist die Steifigkeit am anderen Ende a 
| ko ke Bee 


. < 2 samara 7 1 + 3/4: kp/ky” ! : (3) a c 
Der Nenner des ersten Ausdrucks kann — solange keine Axialkrafte auftreten — ss 
nur zwischen 1 und 3/4 variieren. Sind an einem Stab mit der Eigensteifigkeit k, A aa 


a mehrere andere Stabe starr angeschlossen, so ist die Steifigkeit des Anschlusses gleich 
s der Summe der Steifigkeiten der einzelnen Stibe und der Einspanngrad ist 

‘ v => Sh (4) 

Die Formel (3) erméglicht die ,,weitergeleitete‘‘ Steifigkeit in jedem Knoten des 

Systems anzugeben, wenn man von einem Knoten mit bekannter Steifigkeit ausgeht. 

Ein besonderer Fall, dem man praktisch oft nahe kommt, ist der des Durchlauftragers 


a mit vielen gleichen Feldern. Fir zwei aufeinanderfolgende Knoten gilt offenbar, a 
; wenn die Felderzahl ins Unendliche wachst: _ (oan 
exe tat LES ip a ea — he + khoo en 
% rs . oie ae rm a i SCY os ST . eae ‘ 
© woraus hoo = hy: |/ % = 1,154700 ky und vo = 0,535898. a 
a Bei ringférmig geschlossenen Systemen ergibt sich die Schwierigkeit, daB man keinen eae 
‘ Knoten mit bekannter Steifigkeit als Ausgangspunkt hat. Da der Einflu® entfernter ge 
. liegender Teile rasch abnimmt, ist aber die praktische Berechnung trotzdem leicht tha 
_. durehfiihrbar, indem man von einem beliebigen Knoten ausgeht, wie das folgende ~ . ae : 
Zahlenbeispiel mit den Angaben der Abb. 3 zeigen soll: ee 
ron 8 te 
Stab AB oer ic. 3H /l = 5 [tem] 
: : 2 Ee aS ane Lee: 
| EU Saat a 4 
: 0 a C {0 ae SN aa NIE Dr 3 
: ; 
Abb. 3. s 
: Die Steifigkeit des links von A anschlieBenden Rahmenteiles — Stab DA-— . 
E kann nur zwischen dem 1- und dem 4/3fachen Wert seiner Higensteifigkeit schwanken. 
Setzt man in erster Annaherung ky = 1,2- 3,0 = 3,60, so erhalt man fiir die nach a 
rechts weitergeleiteten Steifigkeiten: 
: im Knoten B hy ee Ne 6 ae 
im Knoten B........ B 1 + 0,75 3,60/5 ,08, e 
3 + 5,58 wei . z ee 
Sieh ote) pees ho renee 28 Bee 
$c 4+ 3,58 et 
re ace Pe eats kp T+ 0,75: 3,58/4 SS 4,53 


und damit schon geniigend genau die endgiiltigen Werte: 

kb, = 3,53; ky =.6,58;- ko = 3,58; kp = 4,53. 
a Ist sowohl in bezug auf die Konstruktion als auch in bezug auf die Belastung ie 
E Symmetrie vorhanden — z. B. Gleichstreckenlast im Feld AB —, so ist eine direkte Saket 


; Rechnung méglich, indem man sich den Stab CD in der Mitte zerschnitten und die 
beiden Halften in Z so gefiihrt denkt, daf sie sich dort frei verschieben, aber nicht 


| ; Sis, 


| Pordeled kénnen (Abb. 3), Ein im Knoten D nee ne 
die Stablange CE = DE =1/2 konstant; die Verdrehung wird 
_ M2 


und die Steifigkeit 


Damit ergibt eacke fiir die en es des Feldes AB B; von rechts oder 
von links kommend, _ k 3 + 2,67 
AB 0, Tah Oty 


also nicht mehr der gleiche Wert wie vorhin. Wie spater gezeigt wird, ergibt sich aber 


Bee ie 


bei symmetrischer Belastung dann doch wieder die gleiche Momentenverteilung, 


da — im Gegensatz zum allgemeinen Be- 
trachtungsfall — beim zerschnittenen System 


E abbricht. 
Die Kenntnis der Einspanngrade an den 


des Momentenverlaufs in einem beliebig be- 
lasteten Feld eines Rahmens oder Durch- 
lauftragers. Man betrachtet das Fold zuerst 


Abbe 4: als beiderseits starr eingespannt und ermit- 


telt. die Volleinspannmontente M, und Mz 
(Abb. 4). Denkt man sich nun die Knoten A und B freigelassen, so werden sich dort 
kleinere Knotenmomente M, und M, einstellen. Es kommen also an den Stabenden 


Zusatzmomente M,—M, wd M,z— WM, hinzu und das linke Ende wird sich um 
My Se 

Iie oP oa he 
verdrehen. Fiir das bei A anschlieBende Nachbarfeld mit der Steifigkeit k, gilt: 


“a= 


o == =f. Die Gleichsetzung der Verdrehungen, auch fiir das andere Stabende, | 


liefert Nes 1 Lk 
— My hy = (Ma — Mf) ka + 4 (Mp — Ma) +k, 


— Mz: ky => (My — Mz) +kp + | (Ma — My): kp, 
woraus mit 


ka kp . 
0, = ——=2—" und a 
: | Akg a i er . 
M, = Mim a ee ee “(By 
4 A ATS ay val tie Wea Pe ( 


Die resultierenden Knotenmomente erscheinen also in der Form M, = M,:m, + 


+ Mz:n, und Mz = My: ng + My: meg. Ist der Einspanngrad an beiden Enden 
derselbe und ist die Belastung symmetrisch zur Stabmitte, so sind die resultierenden 
Stiitzmomente 3% 


M,=M, = My 2(m+n)= Mae are: (6) 


Fir den allgemeinen Fall v, + vg sind die Momentenwerte m und n auf Tab. te 


graphisch und aut Tab. 2 in Tabellenform als Funktion der Einspanngrade v, und v, 
des anliegenden und gegeniiberliegenden Stabendes dargestellt. 


Als erstes Beispiel werde der Momentenverlauf in einem Trager mit fiinf Stiitzen 


und einer starren Kinspannung an einem Ende ermittelt, bei dem ein Feld durch eine 


die Weiterleitung der Momente beim Knoten 


beiden Stabenden geniigt zur Berechnung — 


dee ee 


i alah el a a 


a 
L_| 


SOO ee et 
mee: 
sananee, LF pEreroes 


Ss 
i 
a 
ce 
bed 


j ‘ cal 
ce 
< oe Soe 
: ‘ 


Co HoH 
& ae 
cool 
Pa pe S EE peeeeceeccrrcea2e7772/:- ie 
asl 
ed 
oe 
ae 
5 
of 5b 
o 
Ennheit 
: 4 Tabelle 2. 
: (1 — v,/4) : t.- < EE ® 
Obere Zeile m = Batt Voie) eas g 
hee untere Zeile oe ae merny 
a % | 0,1 | 0,2. | -0,3 | 0,4 0,5 _ 0,6 208 > 0,8 0,9 1,0 
©. =0.1 | 02098 | 9,096 | 0,093 | 0,091 | 0,089 | 0,086 | 0,084 | 0,082 | 0,079 | 0,077 
a" } 045] 040 | 035 | 030] 025 | 020] 015 | 010 | 005'| 000 


196 192 188 184 180 175 171 167 162 158 
091 081 071 061 051 | 041 031 | 021 011 - 000 


a 295 289 284 | 278 273 267 263. | ~ 255 250 243 — 
, 136 122 107 093 078 063 048 | 032 016 000 


0.4 394 388 381 375 368 362 355 348 341 333 
4 182 163 144 125 105 085 065 044 -022 ~ 000 


aye 494 | 487 | 480 474 | 467 460 452 445 436 429 
, 228 + © 205 182 158 134 108 082 056 028 000 


594 588 580 574 568 560 553 545°; 538 | 530 


06] o74| 9247 220 192 | “162 132 101 067 035 000 
o7 | 895 | 689 |= 683 677 672 665 | 659 651 644 | 636 
> 320 | 290 259 226 192 157 120 | 081 042 | 000 


0.8 |. 796 792 788 783 778 ' 173 768 762 756 750 
aie 367 333 298 261 222 182 140. 095 049 000 


9 | 898| 895 | 893 | 890 | 887} 885 | 881 | 878 | 875) 870 
Pe eiee) 317 | 8881 297" |. 253 | -208-| ' 160°) . 130 |<, 0075) 900 
1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 

Beye 401 (e421 | 879° |>. 334° |* 286 | 235 | 182>+ 125 | 065 | 000 


Einzellast beansprucht ist; das Tragheitsmoment sei in allen Feldern das gleiche 
(Abb. 5). Nennt man die Eigensteifigkeit des belasteten Feldes k, dann ist, von. 
links beginnend: 


Ras. Bs ily = 2 hy ve = yy = 0,687, 


~ A 
von rechts: 
1+ 1,778 


120.75 > P78 ° 


re aes = 1,190 ky, vc 0,544. 


Be hy L718 ge he = 


“my = 0,634, np = 0,167, 
me = 0,497, Vee 0,100. 
Die Volleinspannmomente sind 


a 13 val 
Mz=—5: re tes 


Abow: Mg a peat eS eens 


= — 0,938 tm, » 


daher die resultierenden Stiitzmomente 


Mz = — 0,938 - 0,634 — 2,812- 0,167 = — 1,065 tm, 
Mo. = — 2,812: 0,497 — 0,938 + 0,100 = — 1,490 tm 
und die ,,weitergeleiteten“ Momente 


UST ee) 


My = +.0,5 1400+ eae 


= 10,478; .~ My = —0,5- 0.478 == 0,239 tm: 


symmetrisch beanspruchte Rahmen durchgerechnet, dessen Steifigkeitswerte bereits 
: friiher ermittelt worden. sind. Rechnet man nach der allgemein giiltigen Methode, 
ace so kann man sich den Rahmen 
fe 24m a -_ aufgerollt denken, um das Abklingen 
Tae 8 der welverscloiteren: Momente und 


Aus den Einspannmomenten M AB = 
OF 32 


Die peaulioneanten. Stiitzmomente sind daher: 
M, = Mz = —0,772 + 0,015 — 0,003 = — 0,760 tm. 


Deasibe Wert ergibt sich nach der direkten Methode, die wegen der Symmetrie hier 
anwendbar ist: 


Ste ely eae z SG tae 
%4 = Us = Fagan — 0:208; mtn= 2.405 = 0,506. 
M, = Mz = — 1,50° 0,506 = — 0,760 tm. 


Die vorstehenden Betrachtungen verlieren ihre Giiltigkeit, wenn in einem Trager- 


vernachlassigt werden kann. Greift an einem gelenkig gefiihrten Stabende A ein 
Moment an und wird der Stab gleichzeitig durch eine Ne P gedriickt, die in seiner 


Als zweites Beispiel werde der in Abb. 6 dargestellte, durch eine Gleichstreckenlast — 


ihre Uberlagerung zu verfolgen. Mit — 


=p SL tat ergeben sich 
_ Abb. 6. dann, im Uhrzeigersinn fortschrei-— 
| tend: 
Map = — 155 . 0,515 =— 0,772, 1 = fe — ; — = Ss 0,015, 
Mi a: a = + 0,232, M;' = ot : oa = — 0,003, 
My, =— oan . a = — 0,045, M,' und die fofgenden ~ 0. 


oder Rahmenteil Axialkrafte auftreten, deren Einflu8 auf die Steifigkeit nicht mehr — 


LF 


ae “4 


—_— Pee OO PDS wo ee eee ee 


ey ees 


\ aaaiag s3 


gsrichtung wirkt (Abb. 7), as folet ae der Momanton leichung a de Biege- 

formel fiir schwache Kriimmungen: ty % oe eS ot 

M=M,+(Mz—M,)>+P-y=—EJ-y’, ee 
P 


4 (% —1—ctgp- sin + cos 2) ae 


l 
5 d rien) 
oe Mp (2 Seles 2) 
P sin ~ l 
mit dem ,,Knickwert’’ » = ioe Abb. 7. 
; Die Verdrehung bei 2 = 1 mu wieder negativ gleich der des anschlieBenden Teils 
mit der als bekannt angenommenen Steifigkeit kh, sein: : 


Se 6) Gee Ma, P ra Mp 
st (34) = sry | 2 Es C,) =— kp’ 
ee eG : 3 : : = 
wobei C, = “a (aes —1); OF ree. (1 — p ctg ¢), die beide fiir gp = 0 den Wert 
»l* annehmen. Daraus folgt fiir das weitergeleitete Moment 
ane em, M4 Cy C kz : 
: Ms a 2 ko + C,- kp (7) 
und die weitergeleitete Steifigkeit in A . 
. pes GMa no ky Cg: keg 
ha a Cy + Os: kg/h’ (8) . 
: 3 EJ 9 (tg y/2 ; : 
worin ky = Fund Gy CS Ct a: (= — mit dem Grenzwert- 


ea 2 
lim OC, = 3/4 bedeuten. - 
=0 ; 
Die Koeffizienten C,, C, und C; sind in Tab. 3 fiir Werte von y zwischen 0 und 
2a angegeben. Man sieht, dai sie negativ sein konnen; damit kann aber auch die. 
Steifigkeit negativ werden, und zwar nicht nur die eines Stabendes, sondern auch — 
die Gesamtsteifigkeit eines Knotens. 
Das Nullwerden der Steifigkeit zeigt eine Stabilitatsgrenze an, denn zu einer Ver- 
formung des Systems ist dann kein Arbeitsaufwand erforderlich; die gesamte po- 
tentielle Energie nimmt bei einer endlichen virtuellen Verschiebung ab, was nach 
dem energetischen Stabilitaétskriterium den Ubergang zur Labilitat bedeutet. Es 
1aBt sich leicht zeigen, daB in einem zusammenhangenden System das Nullwerden 
der Gesamtsteifigkeit an allen Knoten gleichzeitig auftritt: SchlieBen an den Enden 
des Stabes mit der Eigensteifigkeit kj = 1 andere Konstruktionsteile an, deren Steifig- 
keiten zur Summe YA und 2B ergeben (Abb. 8), so ist die 
Steifigkeit des Stabes rechts von A: | 


ees 2B 
; ; ; eS 0,4 C;°2 B/ko : 
und links von B: Pes ky +0,° SA Abb. 8. 


: a Ca + Cs: LAlko 
Ist nun die Gesamtsteifigkeit in A gleich Null, so hat man 
bj 4 0) hy Se CAL ke = Ea 2 EB 
und damit auch die Gesamtsteifigkeit in B: kg + 2B = 0. 
Die Steifigkeitsmethode dient also auch zum Aufsuchen der Stabilitatsgrenze, 
die durch jenen Knickwert g definiert ist, mit dem die Gesanitsteifigkeit in einem 
beliebigen Knoten des Systems Null wird. Sind mehrere Stabe vorhanden, in denen 


Ma 


Tabelle 3 


O, kp C 8 9 —1) he atic 
a 
By eae kg + Ona | eo O= =F 0 — petg 9) 
Cs, + 03° k4/Ko P Wee s 
See ra trp t+ Osrate 6, = Paeria Ee 1) 
See fs 1 + Oo (r4 +p) + OstaTe . ¢\ 9/2 55 
* : — 3 tg g/2_ 5 
Bee See : y/2 . : : 
Q - | C1 Cr C3 C4 Q Se C2 | Pe | Cum 
————————$$S$ $——————————————————————.:.w06WwO0O OOo 
0,0 +1,000} +1,000| +0,750} +3,000 3,2 — 15,740 — 19,683 |— 64,186. 
' 0,1 +1,001} +1,001] +0,751] +3,002] 3,3 — 5,415 | —7,136 sare 
0,2 +1,005) +1,003|) + 0,753} + 3,010] 3,4 —3,079 | —4,303 |— 13,582 
0,3 +1,011|} +1,006| + 0,757) + 3,023] 3,5 —2,043 | —3,052 | —9,464 
0,4 +1,019 +1,011) + 0,762 Nag 3,041 | 3,6 oon 1,457 | —2,349 | —7,144 
0,5 + 1,030} +1,017} +0,769| +3,064| 3,7 — 1,079 | —1,897 | —5,656 
0,6 +1,045 |} +1,025| +0,778) +3,093| 3,8 — 0,813 —1,583 — 4,622 
0,7 + 1,061 | +1,034| +0,789| +3,129| 3,9 =O. 615s--— oo a Son 
0,8 +1,081) +1,045) +0,801) +3,171 4,0 —0,460 | —1,177 | — 3,277 
0,9 +1,104| +1,058| +0,816| +3,220] 4,1 ==0°3396. (2103 7s ae 
1,0 +1,130| +1,074] +0,834) +3,278] 4,2 —0,232 | —0,925 | —2,445 
1,1 +1,162|} +1,091 | +0,853| + 3,344] 4,3 = O43 [05933 eae 
152 +1,198} +1,111} +0,875] +3,421] 4,4 ==0;065--—=O0F16ai— es te 
1,3 +1,240) +1,135) + 0,903] + 3,509} 4,49. 0,000 | —0,693 | —1,665 - 
1,4 +1,288) +1,161| +0,933|} +3,610] 4,5 + 0,004 | —0,689 | —1,651 
1,5 +1,343| +1,192|) +0,968|} + 3,724] 4,6 + 0,068 | —0,633 ; —1,460 
1,57.. | +1,388; + 1,216; +1,000} + 3,822] 4,7 + 0,128 | —0,584 | —1,292 
1,6 +1,408) +1,227) +1,010| +3,861] 4,8 + 0,185 — 0,540 —1,145__ 
dee +1,483 | +1,267| +1,057| +4;018] 4,9 + 0,241 | —0,502 | —1,014 
- 1,8 +1,571| +1,315|) +1,111) +4,201] 5,0 + 0,298 | —0,467 | —0,896 
tO + 1,675 | + 1,370 +1,177 |°+ 4,416] 5,1 + 0,356 | —0,438 '=0;790 
2,0 +1,799 | +1,4387) +1,254|) + 4,672] 5,2 + 0,417 | —0,410 | —0,694 
2,1 +1,949| +1,516| +1,348] +4,981] 5,3 + 0,484 | —0,385 | —0,606 
2, + 2,134} +1,612} +1,462|} +5,359] 5,4 + 0,559 | —0,363 | —0,525_ 
DES + 2,364) +.1,733) +1,593| + 5,829] 5,5 + 0,647 | —0,343 | —0,450 
2.4 + 2,660} +1,885] +1,787|] +6,431] 5,6 + 0,754 | ——0;323 |-—0,381 
2.5 + 3,050) + 2,086| + 2,027| + 7,223] 5,7 ~+ 0,890 | —0,306 | —0,316 
2,6 +3,589 | +2,362| + 2,358] + 8,312] 5,8 +1,075 | —0,290 | —0,255 
oy) +4,377| +2,762| +2,840] +9,901] 5,9 + 1,348 | —0,276 | —0,197 
2,8 + 5,632) +3,396| + 3,606 |+ 12,424] 6,0 +1,801 | —0,262 | —0,143 
2,9 +7,934) +4,555| +5,010|+ 17,044] 6,1 + 2,780 | —0,249 | —0,090 
3,0 +13,506| +7,349| + 8,398 | + 28,202] 6,2 + 5,976 — 0,237 — 0,040 
3,1 + 45,923 | + 23,566 | + 28,113 | + 93,053 6,28. love) — 0,228 0,000 
3,14. lore) co fore) fore) 


Axialkrafte zu berticksichtigen sind, so mu der Zusammenhang zwischen diesen 
bekannt sein. Bei den meisten Belastungsarten bleibt das Verhaltnis der Axialkrafte 


zueinander gewahrt und damit auch das Verhaltnis der Knickwerte. 


Ist nur ein 


Knickfeld vorhanden, so lautet die eee fiir den Knoten A: 


ka + 


Mit Hilfe der Tab. 3 ist der jaiaas Wert von @ zu ermitteln, der dieser Giawaane 


genugt; die Eulersche Knicklast ist P = y? EJ/P2 und damit die reduzierte Knicklange. 


(9) 


a har datische Warners: von k y | und kp atone sich Benn Geluinte 
Werte der polasionen Knicklange : 


j me NSN kya =0; kp =0: — Co 06k gi = a: s. (0 =1,0% 
4 ae k,=0o; kp =0: C, = 0; p = 4,493; s,/1 = 0,699; 
- ky = 00; kg =oco: 03/0; =— 0c; gp =2a; 8, jb 055. 
a Sind mehrere Knickfelder vorhanden, so werden die kritischen y-Werte am ein- 


fachsten durch Probieren paren, © es ta folgende Zahlenbeispiel zeigt (Abb. 9). 
Ist das. Verhaltnis P’/J’: P’’/J”’ 

so wird 9’ /p’’ = 1,3 4/3 = 1,5 und das a as 

setzen der Gesamtsteifigkeit in B ergibt: ~ 


8+ 0,':7 & +0," s10 
Ge OFT /8 0,” +0, 10/8 


“Eine erste Annahme mit y2= 3,92 9! = 2.6 liefert : 


8 — 4,30 5 + 23,62 =e oY 
— 0,615 — 1,182 - R562 4716.7 asl SS =r TA, 


eine zweite mit 


= 0. 


Qi 8 2 sg = 28 6.43 1 3.68 — —~ 2.45, 
eine dritte mit 
@ = 4:05 Sop! = 27: ees ee Die ae As 
Die reduzierten Knicklangen sind aise 
(s,/l)’ = 2/4,05 = 0,776 und (s,/ly’ = x/2,70 = 1,136. 
_ Wird ein Stab nicht gedriickt, sondern gezogen, so ist P negativ und ¢ imaginar; 
in den Formeln fiir C,, C, und C3 sind dann die trigonometrischen Funktionen durch 


Abb. 10. 


die entsprechenden hyperbolischen zu ersetzen. Diesen giinstigen Einflu8 auf die 
Steifigkeit wird man praktisch meist vernachlassigen. In Abb. 10 sind die reduzierten 
Knicklangen fiir ein einfaches statisches System zusammengestellt, bei verschiedener 
Ausfithrung der Stabanschliisse, sowie ohne und mit Berticksichtigung der Axialkraft 
im gezogenen Stab. 

Das Nullsetzen der Steifigkeit an der Spitze liefert : 


k ; k : C, Cos on hee tie 

Ge F = Tj aes boo. = zea ()s boo + 3 ho = 9; 

: ee re 

2 = CO; Cz = —1; Oo, =0 Ua 3 

p=X; Be % 4,49; cRBe 
tee Beriicksichtigung der erhéhten Steifigkeit des Zugstabes erhalt man: 
Be a YS) = 
(Ca)nyp ¥ C3 BP Os hyp 
p = 3,93; . 5,61, 


‘Sind von einem Sees Querkrafte paneer. Feld ‘die AnschluBsteif. 
kannt, so kénnen wiederum die endgiiltigen Stiitzmomente aus den Volleinspann- 
momenten errechnet werden. Mit denselben Bezeichnungen wie in Abb. 4 ergibt sich 
jetzt fiir die Verdrehung des Stabendes A: . 


Mya— My Mg— Mz, OG, Ee 


Wendet man diese Berienune auch auf das andere Stabende an i and setat ky ike — 4 
sowie kz/ky = rg, so folgt damit 


M,(1 STAs C,) + Me: Lie tes C,/2 = My: TASS Cs 
M4: 1p* 0,/2 + Ms (1 + p+ Os) = Mp: re- Cs, 


KY = 


ones tf oe My (r4:OC, +174‘ tp: Os) + Mp: ra: 0;/2 
A 


a 1 (4 7p) Ca ta" rts 


Die resultierenden Stiitzmomente erscheinen also wieder in der Form M, = 


=M,-m,+ Mz -n, und Mz = M,:nz+My-mg, doch sind die Footizaentcs m 
und » hier Funktionen von drei Variabeln: ry, rg und ¢: 

WsAes 0, eee BOLE 22 OC; ; ee Tai O;/2 
T+ (rq + 1p) Co + 14-1 BOs’ 1+ (ta +.1p)* C2 + 1a° TR’ C3 
| ‘Fir y= 0 gehen diese Ausdriicke in die friiher angegebenen nach Gl. (5) tiber, wenn 
man 74 und rz durch vy, und vz ausdriickt. 


Wf Pro 


(10) 


2 Beal. 


Die im ersten Teil abgeleiteten Beziehungen erméglichen die Ermittlung des 


Momentenverlaufs — und bei Vorhandensein von Axialkraften auch die der reduzierten . 


Knicklangen —, solange die Knotenpunkte gegen Verdrehen 
elastisch, gegen Verschieben aber starr festgehalten sind. Ist 
hingegen auch eine Verschiebung der Stabenden médglich, so 
- miissen die Formeln abermals erweitert werden. Bei dem Einzel- 
stab A B (Abb. 11) seien die Enden mit den Steifigkeiten £, und 
kz gegen Verdrehen und mit den Steifigkeiten s, und sz gegen 
Verschieben normal zur Stabrichtung des unbelasteten Zustands 
gehalten; die Verschiebungssteifigkeiten sind dabei als Quo- 
tienten aus angreifender Kraft durch erzeugte Verschiebung 
definiert, haben also die Dimension einer Streckenlast. Die 
Axialkraft P soll stets in der Verbindungslinie der Stabenden 
ARDCAL: wirken; eine allenfalls durch die Belastungsart bedingte andere 

| Richtung von P ist durch eine Komponente in der Richtung 
von H zu beriicksichtigen. Geometrische und Gleichgewichtsbedingungen ergeben: 


Ma =kg(fil— a); My = kz (fii—p); Ma+Mz+H-1=0; 


ah 


HS Baty t= OA fp Se IE Vela a 
-woraus ani fas R18 fis 84 F 8p" 
kato + hp: B =fil(ky + kp + 5P). 5 
Aus der Momentengleichung | - 
M, =Pry+M,+H-x=—EJ+y" 


folgt 


y=Asin 22 4 B con 28> #4 ng) SE, 


Tap eR Vr 


Ma i id a ha 


a ete bed 


Te et Te ee 


a alg 


te Tee 


Tee © mee FY ret i 


 steifigkeit in den Knoten D und # ist aus 


7 Verdrehungswinkel an den Enden Bad 


| teg/2 ss 1 | 2 
es a 
re err eae 
ete ee 1 Ve tay tg 9/2 
damit wird EJ P 
ee eR (1-2 pny he (12 
rhe g Bee : snp] sy. wea Bd a) bie 
Se walt : 1+ 8% 898 
St 
="4+rp+ 3 BJ 
Beriicksichtigt man, daB 
Beye ry eh ated | 
und P ? sin p v 3 
tg g/2 | tg y/2 +4 (1— P ) =<, (22 pis Pas 
P P - sin g P p oY 


so ergibt sich eine Beziehung zwischen den Verdrehungssteifigkeiten und der Ver- 


schiebungssteifigkeit in der Form 
Sie “ Tat Ch ta Tp Oy 
: SRT A es I +7rp)- OC, +74°7R: C5 
Dieses ,,Gleichgewicht“‘ der Steifigkeiten ist auch der Ausdruck fiir die Stabilitats- 
grenze; bei bekannten Werten von ky, kg, s4 und sz laBt sich daraus der kritische Wert 
von g ermitteln. Anderseits kann die Gl. (11) — so wie friiher die Gl. (7) — aber auch 
zur Berechnung der weitergeleiteten Steifigkeit bentitzt werden, wenn die AnschluB- 
steifigkeiten kz, und sz am anderen Ende eet sind; die Verschiebungssteifigkeit 
im betrachteten Knoten A ist dabei mit s4 = co anzunehmen, also s = sz. Die vom 
Stab ,,weitergeleitete“‘ Steifigkeit ist dann negativ gleich der fiir das. indifferente 
eeehaeah notwendigen AnschluBsteifigkeit: 


; 3 EJ ahem + 1B: C2) 
Ce — ae a 1 3 —— 
5 : 1 ety Og ch eee SH (C2 a aS Opec 

Ee ken +'82 (1 + Oy: kp/ke) e 
ES) s 2 ( ) 

14+ Oy: Kplky + aE a Og * kp/ko) 

sf Bere Ch lan hace ene : ' 
mit dem Grenzwert hk,’ = 0, + Os -Ealh Tl fir s = co, Fiir s = 0 erhalt man.hingegen 
[PES B ; 

ka 140, halk oS 


; , k % 
- mit dem Grenzwert ky’ = 4 3 kp 7k, fir y = 0. 


Die Anwendung der abgeleiteten Beziehun- 
gen soll an dem Beispiel eines ,,Stockwerks- 
rahmens‘‘ gezeigt werden (Abb. 12). 

Ist er symmetrisch gebaut und nur durch 
Horizontalkrafte beansprucht, so verformt 
er sich so, daB man jede Halfte fiir sich ¢ 
betrachten und in der Mitte der Riegel 
Gelenke annehmen kann. Die Verschiebungs- 


pycrer aie medion gleich Null. Mit den 


= 0, ‘wobei C,= 3-80 QA) 


128 ; 


Figensteifigkeiten ky bis by ee sich die Ventecunpetal igkeiten in 
nach Pie Se ee Abe Alege Ban 
ka = by; be = 5 klk she = 1 +3 (ky + he)/ky* . 
Die Momentenverteilung infolge der Horizontalkrafte H, und H, ergibt sich aus 
der Betrachtung der Abb. 11, wobei aber — wegen s = 0 — die Kraft H nicht stiitzend, 


sondern belastend wirkt: M,+ Mz = H:-1. 
Gleichsetzen der. Verdrehungswinkel an jedem Stabende liefert die zweite Bestim- 
mungsgleichung fiir M, und M, - 

Ma _ ta (rp + 2/8) 

My TB a cea oes 


und damit ee Se tee Sab 
AO) DRS eae te) 8 ee 
Nach dem friiher Gesagten sind die AnschluBsteifigkeiten fiir 
ae us ee , ka=khy, Kp= oe + ke; 
Feld BC: oe 5: i ; a 
bi eet pera Way eas! i a a | 
ea damit die Momentenverteilung infolge von Hag = ss und Hye = af nach 
1. (14) berechenbar. als 


Die Ermittlung der reduzierten Raiehlanges fart ie einfachen Belastungs- 
annahmen wieder auf bekannte Werte. Beim einseitig eingespannten Stab (Abb. 13) 
ergibt eine Druckkraft, die zur urspriinglichen Stabachse parallel bleibt, eine Quer- 
komponente, die einer negativen Schubsteifigkeit entspricht: 


Pie are A 
ee See SO eo 
Damit folgt aus Gl. (12) mit ky = co, kp = 0: x 
2 HST Ry 0) ee Ei Sar 
Boe O.= 3 = Ios 8, = 21. 


Konnen sich die Stabenden parallel zueinander frei ver- 
schieben (Abb. 14), so ist ky = kp = co und 


: gh BT ec: ST Op Gy ae toe eee 
Abb. 13. Abb. 14. epee i 0,? 20, ser ee ee ee = 
Wird bei dem Stockwerksrahmen nach Abb. 12 nach den reduzierten Knicklangen 
_ gefragt, die zu einer gegebenen Verteilung der Axialkrafte gehdren, so ist bei symmetri- 


scher Konstruktion und Belastung der Rahmen wieder in der Mitte zerschnitten zu 


denken. Es seien g’ und ” die zu suchenden Knickwinkel in den Feldern A B und BO. 
Als Bezugspunkt fiir das Nullwerden der Gesamtsteifigkeit werde der Knoten B ~ 
herausgegriffen. Von oben und unten beginnend, sind die Steifigkeiten bei antimetri- 
scher Verformung nach Abb. 12, die die gréBeren Knicklangen ergibt: z, 
ora Ri : ek ” 
Ble Lr a ed) a Are 

Da das Verhaltnis — oder eine sonstige Beziehung — zwischen gy’ und 9’’ aus “der 
Belastungsannahme bekannt ist, sind die Koeffizienten C,’', C,'’ und ©,'’ durch jenen 
Wert, von ¢’ bestimmt, mit dem die Gleichung kz + kz’ + k, = 0 erfiillt Witdse 2s 

Sind Konstruktion und Belastung nicht beide gleichzeitig symmetrisch, so liegen 
die Wendepunkte nicht mehr genau in der Mitte der Riegel und es kann deren Steifig- 
keit nicht als von vornherein bekannt angenommen werden. Man kommt dann auf. 
ahnliche Probleme wie bei dem ringférmig geschlossenen Rahmen nach Abb. 3; nimmt 


kc = 093 ky e="kge 


Tres 


er a ee 


ee EE TT Oe ER ET AL ee TR a en ee 


. me ch des rs cfgheitsmethode 


ndepi te Sate in ‘der Mitte an, so -weicht das Rechnungsergebnis 

sonelse nur sehr wenig von dem der genauen Rechnung ab. 
Kin anderes Problem ist die unsymmetrische Biegungsbelastung, wie sie in Abb. 15 
an einem einfachen Beispiel gezeigt wird. In solchen Fallen la&t sich stets die ,,Uber- 


lagerungsmethode“ anwenden: Man ermittelt zuerst die Momentenverteilung infolge 
der gegebenen Belastung unter der Annahme unverschieblicher Knoten und fiihrt 
dann den zugehérigen Auflagerdruck H als zweite Belastung negativ ein. Algebraische 
Summierung der Momente infolge der beiden Belastungen gibt den resultierenden 
Momentenverlauf. 

Bei verwickelteren Systemen, wie etwa bei dem gekrépften Durchlauftrager. nach 


Abb. 16, ist es oft vorteilhaft, ganze Rahmen durch einfache Stabe mit gleicher Steifig- 


8 kp C 


Abb. 16. 


Abb. 17. 


keit zu ersetzen. Fiir einen symmetrischen Rahmen nach Abb. 17 ist die Verdrehungs- 
steifigkeit in A, wenn k, und k, die Eigensteifigkeiten der Stabe und kp die AnschluB- 
steifigkeit in D bezeichnen, k, = n- k,, wobein aus der Tab. 4 entnommen werden kann, 
die fiir den Fall gilt, daB die Knoten A und D gegen Verschieben festgehalten sind. 


Tabelle 4. Werte von n. 


kefky = 0,05 | 0,1 | 0,2 / > 30,5 1,0 | 1,5 2,0 5,0 5 
Skp/ky=0) 0,157 0,221 0,310 | 0,405 | 0,455 | 0,476 | 0,488 | 0,513. | 0,533 
1 295 350 415 490 534. 553 565 591 619 
fs 366 411 465 533 574. 594 606 635 | 667 
3 403 443 495 558 598 619 632 663 697 
5 446 484 526 586 627 648 660 695 -| 733 
10 485 518 562 617 657 679 693, 730 713 
oo 543 570 606 658 698 722 737 782 833 
Zusammenfassung. 


Die Steifigkeitsmethode erméglicht die direkte rechnerische Ermittlung des 
Momentenverlaufs und der reduzierten Knicklangen in Stabsystemen, unbeeinfluBt 
von der Anzahl iiberzahliger Stabe oder Einspannungen und ohne Auflésung von 
Gleichungssystemen. Bei Tragwerken_ mit mehreren Verschiebungsméglichkeiten 
148t sich durch Ersatz von Teilrahmen durch Stabe von der gleichen Steifigkeit die 
Ermittlung der ,,weitergeleiteten Steifigkeiten“ einfacher gestalten. 

A (Eingegangen am 27. Mai 1946.) 
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Berichte. 


- Das Turbulenzproblem. 
Von F. Kracmar, Wien. 


(Zusammenfassender Bericht tiber Arbeiten aus den Jahren 1933 bis 1938.) 


Das Turbulenzproblem, d.h. die Frage, warum die laminare Schichtenstroémung 
nur in einem gewissen Geschwindigkeitsbereich auftritt, um dann der ungeordneten 
turbulenten Stromung zu weichen, nimmt in der Hydrodynamik noch immer einen 
weiten Raum ein. Da der letzte zusammenfassende Bericht von F. Magyar und 
dem Verfasser! iiber zehn Jahre zuriickliegt und in der Zwischenzeit gerade durch die 
Einfiihrung der Statistik ein bemerkenswerter Fortschritt zur Lésung des Problems 
erzielt wurde, scheint es gerechtfertigt, in einer Ubersicht die seit diesem Zeitpunkt 
erschienenen hauptsachlichsten Arbeiten zu betrachten. 

Der Bericht soll sich in zwei Teile gliedern, von denen der erste die Secs der 
Jahre 1933 bis 1938, der zweite die von 1939 bis 1945 umfaBt. 


Die Arbeiten lassen sich dabei in folgende Gruppen gliedern: 


1. Untersuchungen iiber die Entstehung der Turbulenz, 
2. Betrachtungen tiber die ausgebildete Turbulenz. 


Bei letzteren lassen sich wieder zwei hauptsachliche Gruppen unterscheiden. Einer- 
seits Arbeiten, welche die Lésung des Problems mit Hilfe der Stokes-Navierschen 
Gleichungen unter Hinfiihrung plausibler Annahmen tiber den Mechanismus der 
Strémung anstreben und andererseits solche, welche mit Hilfe der Statistik eine 
Klarung der Verhaltnisse erzielen wollen. 

‘AuBerhalb der Betrachtung sollen jene Arbeiten bleiben, welche sich nur mit 
det Widerstandsfrage beschaftigen. 


Entstehung der Turbulenz. 


- Mit der fast schon klassischen Annahme, die turbulente Strémung als eine Instabili- 
tat der Laminarstrémung zu betrachten, befassen sich eine Reihe von Arbeiten. So 
untersucht W.Tollmien® mit Hilfe der Methode der kleinen Schwingungen die 
Stabilitét von symmetrischen Kanalprofilen und Grenzschichtprofilen. In Erweiterung 
eines friiher von Lord Rayleigh gefundenen Satzes beweist er, da bei Vernachlassi- 
gung der Reibung Profile mit Wendepunkt instabil sind. Er findet dabei, daB8 fiir 
die reibungslose Stérungsdifferentialgleichung 


(U — ¢) (p" — 8 ») —U" 9 =0, 
wobei U(y) die Geschwindigkeitsverteilung der Grundstrémung, yp (x, yt) = 


=  (y) &*@—e) die Partialschwingung der Stérungsbewegung, 4 = ae die Wellen- 
lange der Stérung Gy ee 
th a 


c, die Phasengesch windigkeit der Storung und c; die AnfachungsgroBe ist, zu den neutralen 
Higenlosungen benachbarte angefachte Eigenschwingungen existieren. Fiir symmetri- 
sche Kanalprofile kann die Beepbestenscis Shoes und die AnfachungsgréBe explizit 
berechnet werden. 

H. Schlichting? untersucht die Entstehung der Turbulenz bei der Platten- 
strémung. Er untersucht die Stabilitit der Laminarstrémung gegeniiber kleinen 
Stérungen und geht dabei von der ee », Turbulenzgleichung“ 


(U —c) (p" —  g) =U" ‘IV__ 2 op” + a9) 


ee es ee 


ore 


Pye? Meer, oe 
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. mit den Randbedingungen y = y' = 0 an den begrenzenden Wanden aus. Fir ein 


vorgegebenes Wertepaar R, « hat diese Gleichung eine Lésung nur fiir einen bestimmten 
Wert von c. Wahrend bei allen fritheren Stabilitatsuntersuchungen c rein reell ange- 
nommen wurde, und lediglich nach derjenigen Kurve im R, x-Diagramm gesucht 
wurde, welche die Durchgangspunkte von negativem c; zu positivem c, enthalt, wird 
in dieser Arbeit c;+ 0 angenommen. Das Resultat folgt in Form eines Diagramms 
der Werte c; als Funktion von R und «. Die theoretische Stabilititsgrenze ergibt 
sich bei U,, x/v = 1,1-+ 105, wobei U,, die Maximalgeschwindigkeit der Laminar- 
strémung ist. Nach den experimentell von v. d. Hegge Zynen gefundenen Stabilitits- 
grenzen U,, x/v = 3,5 bis 5+ 10° scheint es plausibel, da& die Turbulenz aus den hier 
betrachteten, relativ langwelligen Storungen A = 306* (5* Verdrangungsdicke) 
entsteht. - ; 

In einer spateren Arbeit wird von H. Schlichting? fiir zwei spezielle indifferente 
Schwingungen der Stroémungsverlauf bei der Plattenstrémung berechnet. Die mittleren 


Schwankungsgeschwindigkeiten Vu und V0" 2 sowie der in der. statistischen. Be- 


hhandlung der Turbulenz bedeutsame Korrelationskoeffizient w’ v'///w'? v2 werden 
als Funktion des Wandabstandes y berechnet. Aus der Betrachtung der von der 
Haupt- auf die Nebenbewegung iibertragenen Energie ergibt sich, da fiir eine der 
untersuchten Stérungen die Energieumsetzung in der Schwingungszeit die Hilfte 
der anwesenden kinetischen Energie betragt. 

Die Stabilitaét einer laminaren Strémung zwischen parallelen Wander gegeniiber 
dreidimensionalen kleinen Stérungen untersucht H.’B. Squire.® Er findet eine 
Stérungsdifferentialgleichung vierter Ordnung, die sich von der oben angegebenen 


»lurbulenzgleichung‘ nur dadurch unterscheidet, daB an Stelle «? der Ausdruck 
a? + 6 gesetzt werden muf und die Reynoldsche Zahl R& durch = 


: (03 
setzen ist, wobei die Storung in der Strémungsrichtung in der Form wu (y) e#(*+827—29 


ZU er- 


angesetzt wird. Daraus folgert der Verfasser, da es fiir das Studium der Labilitat ~ 


einer Laminarstrémung zwischen parallelen Wanden geniigt, sich auf zweidimensionale 
St6érungen zu beschranken. Irgendeine Instabilitét gegentiber dreidimensionalen 


-Stérungen muB8 sich bereits bei einer klemeren Reynoldsschen Zahl fiir zweidimen- 


sionale Stérungen ergeben. 
_In einer Reihe von Arbeiten behandelt J. L. Synge*”.® die Stabilitat von be- 
stimmten reibungslosen Strémungen. So untersucht er die Stabilitat einer zwischen 


zwei konzentrischen Zylindern rotierenden, heterogenen, inkompressiblen, reibungs- 


losen Fliissigkeit.6 Er benutzt dabei die Methode der kleinen Schwingungen, die er 
dreidimensional und achsensymmetrisch annimmt. Auf die Stabilitat oder Instabilitat 


- kann aus dem Vorzeichen der GroBe os (o 2 v2) geschlossen werden. In diesem Aus- 


druck ist r der Abstand von der Achse, v die Rotationsgeschwindigkeit und @ die 
Dichte der ungestorten Fliissigkeit. Die Stroémung ist stabil, wenn der Ausdruck im 
ganzen Bereich positiv ist, hingegen instabil bei negativen Vorzeichen. In der gleichen 
Arbeit gibt er fiir eine Parallelstromung unter dem Einflu8 der Schwere die Bedingungen 
fiir die Instabilitat an. Er weist dabei nach, daB bei bestimmten Umstanden keine 
reellen Eigenwerte auftreten kénnen, woraus er schlieBt, daB komplexe Eigenwerte 
existieren, was Instabilitat bedeuten wiirde. Fiir die Strémung zwischen zwei parallelen 
Wanden mit parabolischer Geschwindigkeitsverteilung weist J. L. Synge? die Stabili- 
tat nach. In (8) gibt er einen neuen Beweis fiir die schon von Lord Rayleigh nachge- 
wiesene Tatsache, daB die Poisseuille-Strémung in einem Kanal stabil ist, wenn 
man den Reibungseinflu8 auf die Stérungen vernachlassigt. Fiir diesen Beweis benutzt 


er aber nicht wie Lord Rayleigh die Methode der kleinen Schwingungen, sondern 


g* 


he istaohnat Las ae Cer ek Mittelwert dee Wirbolstarize der | 


schen Geschwindigkeitsverteilung bewiesen. 

S. Goldstein® untersucht nach der Methode der kleinen Sei eanai oat die 
Stabilitat einer Stromung zwischen parallelen Wanden mit parabolischer Geschwindig- 
keitsverteilung unter Beriicksichtigung der Reibung. Er macht fir die irom HOe 
der Storungsbewegung den schon: friiher angegebenen Ansatz 


p (a, ys t) = f(y) eer—Fo. . j 

Zur Berechnung des Eigenwertes 6 in Abhangigkeit von « wird fiir kleine « R eine 

Entwicklung nach steigenden Potenzen vorgeschlagen, fir gréRere « R die Ermittlung 

der Nullstellen einer unendlichen Determinante. ; 

Im AnschluB an die Arbeit von §. Goldstein® untersucht Chaim L. Pokeris! 

die Stabilitat der Couette-Stromung und der Kanalstrémung mit parabolischer 
Geschwindigkeitsverteilung. Er setzt die Stromfunktion in der Form 

x 

y =f (y) it (Clme ard : 

an, wobei 2 h die Kanalbreite, U,, die MisciclyeaaiaigtGe x die Hauptstrémungs- 

richtung bedeuten. Der Bee 2 C wird in die Potenzreihe 


Cast +O, +0, (0 R) +, (6a RY + 


entwickelt. Die ae Ermittlung von C_, und O, ergibt fiir die Stones 
mit parabolischer Geschwindigkeitsverteilung Stabilitét fiir « R < 140. 

Eine Untersuchung der Stabilitat einer Strémung in einem divergenten Kanal, 
die von den iiblichen Methoden wesentlich abweicht, macht W. R. Dean." Die als 
Grundstrémung angenommene rein radiale laminare Stromung im divergenten Kanal 
ist schon frither von Hamel behandelt worden. Es wird dabei der Untersuchung 
das spezielle Geschwindigkeitsprofil zugrunde gelegt, bei dem gerade noch keine | 
Riickstromung eintritt, w’ (@) = 0 an den Wanden @ = + « (a = halber Offnungs- 


winkel). Der Grundstrémung U (9) 0, 
‘ == Taare) ! — 
{no 


f 


wobei uw die Radial- und v die Tangentialkomponente der Pe ee ist, wird 
die Stérungsbewegung 


Ww! thy (8) 185 OO OVS = Pio) eee 

in welcher p den Druck bedeutet, iberlagert. Durch Elimination des Druckes aus 
der Bewegungsgleichung folgen fiir w,, v, zwei Differentialgleichungen mit den Rand- 
bedingungen u, =v, =0 an den Wanden ? =-+ a. Die Lésungen w,, v, werden 
ebenso wie die Grundstrémung in Fourier-Reihen nach ? entwiokelt. Die Forderung 
nach von Null verschiedener Tsun gen fiir u,, v, fiihrt zu einer Bedingungsgleichung 
fiir n. Positive »-Werte bedeuten Anwachsen der Stérungen ‘stromabwarts, also 
instabile Storungen, und negative n-Werte Abklingen, also stabile Stérungen. Bei 
der Untersuchung symmetrischer und asymmetrischer Verteilungen von wu, (@#) in 
bezug auf die Kacialadhas ergab sich, daf in beiden Fallen instabile Stérungen méglich 
sind. Die Stérung des Druckes bei instabilen Stérungen wachst dabei stromabwirts 
schwacher an als die Strung der Geschwindigkeit. 

Mit der Stabilitatsuntersuchung der Stromung zwischen zwei rotierender Zylindern 
beschaftigen sich die Arbeiten von Alfred Rosenblatt und S. Goldstein.“ In 
der Arbeit von Rosenblatt werden dreidimensionale Storungsbewegungen betrachtet, 


die vom Meridianwinkel unabhangig sind und mit der Zeit abklingen. Die Zylinder se 


sind dabei unendlich lang angenommen. Goldstein untersucht nach der ene 


den Nachweis, daB dieser Mittelwert konstant bleibt, wird die Stabilitat si paraboli- — | 
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- zwischen zwei unendlich 


_ dem Verhaltnis der Winkelgeschwindigkeit des auBeren und inneren Zylinders a a 


inen Schw. ngungen die Stabilitat einer zihen inkompressiblen Strémung 
: jangen rotierenden Zylindern beim Auftreten eines axialen 
Druckgefalles. Der gleiche Fall, jedoch ohne axiale Geschwindigkeitskomponente, 
ist friiher von G. I. Taylor behandelt worden. Die Spaltbreite d wird als klein gegen- 
tiber dem Radius a@ des inneren Zylinders angenommen. Die Stérungen werden als 
rotationssymmetrische, in axialer Richtung z fortschreitende Wellen proportional 
e'(°t+42) anoenommen. Dabei ist ¢ die Zeit, A die Wellenlange, 3t(c) die Kreis- 
frequenz, }(c) das Dekrement. Das Problem fiihrt auf drei simultane Differential- 
gleichungen mit sechs Randbedingungen, von denen je eine von dritter, zweiter und 
erster Ordnung ist. Die charakteristische Gleichung liefert eine Beziehung zwischen 
der Reynoldsschen Zahl R, der Winkelgeschwindigkeit des inneren Zylinders «,, 


A und o. (R = Ue U mittlere Geschwindigkeit in axialer Richtung). Unter Be- 
schrankung auf die neutralen Stérungen [3 («) = 0] ergibt sich zu jedem Wertetripel 
R, x, 2 ein Wert von o,;, der fiir die gegebene Stérung R, «, A als kritischer Wert der 
Umdrehungsgeschwindigkeit anzusehen ist. SchlieBlich wird hieraus bei festgehaltenem 
R und « noch diejenige Stérungswellenlange 4 ermittelt, welche die niedrigste kritische 
Umdrehungsgeschwindigkeit @,; hat. Auf diese Weise wird zu jeder Reynoldsschen 
Zahl R und zu jedem Drehzahiverhaltnis « eine kritische Drehzahl des inneren Zylinders 


erhalten, bei deren Uberschreitung Instabilitat eintritt. Die Losung des Eigenwert- 


problems fiihrt auf eine unendliche Determinante, deren numerische Auswertung 
fiir stillstehenden auBeren Zylinder (x = 0) nur bis R = 25 gelingt. Fir R = 0 


ergibt sich mit guter Naherung das Taylorsche Ergebnis fiir die kritische Winkel- 


2 q3 
o,2 d o 


geschwindigkeit des inneren Zylinders K = ia Set 34. Mit wachsendem R 


nimmt K zunachst schwach zu und dann wieder ab. Der Vergleich der theoretischen 
Ergebnisse mit Versuchen von R. J. Cornish, bei denen fiir R = 10 bis 200 die 
kritische Drehzahl aus Druckabfallmessungen bestimmt wurde, zeigt keine Uber- 
einstimmung. Die berechneten Werte sind wesentlich kleiner als die beobachteten. 

Die Stabilitat eines unendlich langen Fliissigkeitszylinders mit dem Radius a 
und der Zahigkeit yu’, der sich in einer anderen Fliissigkeit mit der Zahigkeit uw befindet, 
behandelt S. Tomotika.” Er wendet ebenfalls die Methode der kleinen Schwingungen 


‘an und betrachtet rotationssymmetrische Stérungsbewegungen. Wird die Stérung pro- 


portional ¢(@*+*2 angenommen, wobei / =. die Wellenlange der Stérung in 
Richtung der Zylinderachse ist, so ergibt die Stabilitatsrechnung » in Abhangigkeit 
von y’'/u. Bei der Rechnung werden die Zahigkeits- und Kapillarkrafte berticksichtigt, 
die Tragheitskrafte aber vernachlassigt. Sowohl fiir den Fall w’'/u = oo, der schon 
friiher von Lord Rayleigh behandelt wurde, als auch fiir «’/u = 0 folgt, daB die 
gréBte Instabilitat bei 2 = co vorhanden ist. Ansonsten ergibt sich zu jedem 
Wert w/w eine bestimmte endliche Wellenlange, bei der Instabilitat auftritt. Die 
Instabilitat eines langen geraden Fliissigkeitsfadens, wie er in dieser Arbeit betrachtet 
wird, zeigt sich im-Experiment durch den Zerfall in Trépichen mit regelmaBigem 


Abstand. Versuche von G: I. Taylor zeigen fiir den Fall = = 0,91 gute Uberein- 
stimmung mit den theoretischen Ergebnissen. 

Eine andere Betrachtung der Entstehung der Turbulenz wird in den Arbei- 
ten!,18,17,18 gemacht. Der Eintritt der Turbulenz ist dabei wesentlich durch die 
GréBe der beim Einlauf auftretenden Storungen bestimmt. So untersucht Herrmann 
Kurzweg™ experimentell die Labilitat der laminaren Strémung durch ein Kreisrohr 
gegeniiber endlichen Stérungen. Die sich beim Einlauf ablosende Diskontinuitats- 


flache lost sich bei geniigend hohen Reynoldsschen Zahlen in einzelne Wirbel auf, 
die im laminaren Strémungsbereich stromabwarts verschwinden, -wahrend ‘sie im 
turbulenten Gebiet in eine unregelmafige Wirbelung tibergehen. Die erwahnten Wirbel 
werden im Einlauf und auch weiter hinten im Rohr nach ihrem gegenseitigen Abstand, 
ihrer Zirkulation und ihrer Eigengeschwindigkeit charakterisiert. Zur quantitativen 
Definition dieser Anfangsstérungen werden ihre Frequenz, ihre Geschwindigkeit 
und ihre Zirkulation von L. Schiller! bestimmt. Auf experimentellem Wege wird 
das Kriterium gefunden, da8 die Turbulenz dann eintritt, wenn die Stérungszirkulation 
gleich der Profilzirkulation der laminaren Rohreinlaufstrémung ist. Dieses Kriterrum 
zeigt sich giiltig bei verschiedenen Einlaufformen und sehr verschiedenen Re ynolds- 
schen Zahlen. Fir die mit der kinematischen Zahigkeit » dimensionslos gemachte, 
auf den Radius r bezogene Zirkulation I’ ergibt sich bei allen Einlaufformen der — 


Wert — = 1170. Aus der Untersuchung der tangentiell angestrémten Platte erhalt 


Schiller kritische Storungswellenlangen, die mit den Tollmienschen theoretischen 


Ergebnissen iibereinstimmen. Fir die Kanalstrémung bestatigt A. Naumann” 


das gefundene Kriterium und findet eine kritische Reynoldssghe Zahl R = Re = 
= 5000. H. Hahnemann’ untersucht die Abhangigkeit der kritischen Reynolds- 
schen Zahl der Rohrstrémung von der GréBe der Kinlaufstérung. Er untersucht groBe 
Anfangsstérungen, groBe Anlauflangen und rauhe Rohre.. Die GréBe der Stérung 
wird dabei gemessen durch die auf eine Rohrlange vom Radius r bezogene Zirkulation J” 
an der Stelle, wo der Umschlag der laminaren in die turbulente Strémung erfolgt. — 
Es ergibt sich eine Kurve, welche die kritischen dimensionslosen Storungsbetrage = 
in Abhangigkeit von der Reynoldsschen Zahl zeigt. Bei sehr grofer Storung — 
(+), 10° ergibt sich als kleinste kritische Reynoldssche Zahl & = (“4 =1160. 


v 
Fiir kritische Reynoldssche Zahlen zwischen 2 bis 3-10? ergibt sich als GréBe der 
z de pee 
Stérung (Fhe == E70: ; 
Eine experiméntelle Untersuchung zur Priifung der von W. Tollmien betrachteten 


_ periodischen Stérungen fiihrt I. Nikuradsel® durch. Die Reynoldssche Zahl der 


Grundstrémung betrug dabei ungefahr 1000. Der Vergleich mit den Tollmienschen 
theoretischen Resultaten? ergab einige Abweichungen. 
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Uber die Scheiteltangenten von Eilinien. 
Von R. Inzinger, Wien. 
Es wird gezeigt, daB die Scheiteltangenten einer Eilinie nicht zugleich einen Kreis berithren. 
Diese Tatsache stellt das Gegenstiick zu einem Satz des Herrn Ganapati* dar, der besagt, daB 


die Scheitel einer Eilinie nicht simtliche einem Kreis angehéren. 
Es sei & ein beliebiger orientierter Kreis mit der Mitte O und dem Radius g. Die als Hill- 


Kkurve ihrer orientierten Stiitzgeraden aufzufassende Eilinie e sei durch ihre auf den Punkt O- 


als Ursprung bezogene Stiitzgeradenfunktion h (y) gegeben. Es gilt dann fir den Krimmungs- 
radius r von e 


rh +h" (1) 
und fiir den Abstand p paralleler Stiitzgeraden von e und k 
p=h—ge. (2) 
Zum Beweise unserer Behauptung verwenden wir im folgenden die Tatsache, daB das rings 
um die Eilinie e erstreckte Integral ; 
| Or’-p-dp =0 (3) 


ist. Die Richtigkeit dieser Beziehung bestatigt man leicht durch partielle Integration unter 
Beachtung von (1) und (2). 

Ist e eine von einem Kreis verschiedene Eilinie mit 2-n Scheiteln S;, dann besitzt e héchstens 
die zyklische Ordnung’2-mn und daher mit einem beliebig gewahlten Kreis k héchstens ebenso 
viele gemeinsame Tangenten ¢;. 

Die Funktion r’ (vy) kann ihr Zeichen nur fir die Scheitel S; von e wechseln, ‘wahrend die 
Funktion p(y) nur fiir die gemeinsamen Tangenten ¢; ihr Zeichen dndert. Wird daher ange- 
nommen, daf die gemeinsamen Tangenten ¢; von e und & die Tangenten in den Scheiteln S; von e 
sind, dann fallen die Zeichenwechsel der Funktionen 1’ (y) und p(y) zusammen. Das hat zur 
Folge, da8 das Produkt 7’ (y)- p (vy) beim Durchlaufen der Filinie niemals sein Zeichen wechselt, 
was einen Widerspruch zu (3) darstellt. Die Scheiteltangenten der Eilinie e kénnen demnach 


nicht gleichzeitig einem Kreis umschrieben sein. 
: (Hingegangen am 21. Jénner 1946.) 


* P. Ganapati, Theorems on Ovals, Annamalai Univ. J. 1, 67—71 (1932), zitiert nach 
T. Bonnesen u. W. Fenchel, Theorie der konvexen Korper, S. 145. Berlin. 1934. 
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und Faltwerke. Von Dr. techn. Dipl.-Ing. K. Girkmann, ord. Professor an der Technischen 
Hochschule in Wien. Mit 270 Textabb. XVI, 484 8S. Wien: Springer-Verlag. 1946. S 54.—, 


geb. S 57.—. 


Das vorliegende Buch ist in finf Abschnitte gegliedert. Nach einer Einfiihrung in die theoreti-— 


schen Grundlagen folgt.ein Abschnitt iiber Scheiben. Im dritten Abschnitt werden dinne Platten 


kleiner Durchbiegungen.sowie die Stabilitat der Platten behandelt. Ein weiterer Abschnitt befaBt — 
sich mit der Biegetheorie und Stabilitaét der Schalen. Den Abschlu8 des Buches bildet ein kurzer — 


Abschnitt, in welchem die Theorie der Faltwerke dargelegt wird. ‘ 

Dem Verfasser ist eine einfache, klare Darstellung gelungen, die den Leser mit Leichtigkeit 
durch ein interessantes und wichtiges, aber auch schwieriges Fachgebiet fihrt, ohne dabei an 
Exaktheit zu verlieren. Die Theorie wird gerade so weit ausgebaut, als dies zur Durchrechnung 
charakteristischer praktischer Aufgaben erforderlich ist. Mathematische Hilfsmittel, die iiber 
den Rahmen des Lehrstoffes der Technischen Hochschulen hinausgehen, werden dem Leser 
besonders vorgefiihrt. Somit ist das vorliegende Werk nicht nur ein Lehrbuch fiir Studierende, 
sondern auch ein wertvoller Ratgeber fiir Ingenieure der Praxis, denen es wirmstens empfohlen 
werden kann. . as : 

Die Ausstattung des Buches ist die bekannte ausgezeichnete Friedensqualitat des Springer- 
Verlages. ; : F. Magyar, Wien. 


Einfiihrung in die Statik. Von Dr. phil. Dr. techn. F. Chmelka und Professor Dipl.-Ing. Dr. techn. — 


E. Melan. Vierte, verbesserte Auflage. Mit 119 Textabb. VII, 132 8S. Wien: Springer-Verlag. 
1946. S 12.—. : . Pe 
Das verhaltnismaBig kurze Buch fihrt den Leser in einfacher, leicht faBlicher, dabei aber 


durchaus exakter Weise in die wichtigsten Gebiete der Statik ein. Nach einer eingehenden Be- 


handlung ebener und raéumlicher Kraftsysteme folgen Abschnitte tber Schwerpunkte ebener 


Flachen, statisch bestimmte Trager und ebene Fachwerke. Sehr zu begriiBen sind die Abschnitte — 


uber Gerbertrager und Dreigelenkbogen. 

Das Buch ist als Einfiihrung in die Statik fir Studierende gedacht, kann aber auch praktisch 
tatigen Ingenieuren Interessantes bieten. Den Vortragenden an héheren technischen Lehr- 
anstalten, die den Mangel an einfachen, wissenschaftlich einwandfreien Darstellungen ganz be- 
sonders empfinden, ist das Buch sehr zu empfehlen. = F. Magyar, Wien. — 


Herausgeber und Higentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortli 
e s 8 ch: Prof. Dr. F 
Magyar und Prof. Dr. Karl Wolf, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13. — Druck: Manzsche Bienen: 
Wien IX, Lustkandlgasse 52. : f 
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Vor kurzem erschien: 


aB 
Flachentragwerke 
Einfiihrung in die Elastostatik der Scheiben, Platten, Schalen und Faltwerke 
i 
Von ; 


Dr. techn. Dipl.-Ing. Karl Girkmann 
ord. Professor an der Technischen Hochschule in Wien 


Mit 270 Textabbildungen. XVI, 484 Seiten. 8°. Preis S 54.— 


Um den kiinftigen Ingenieuren des Stahl- und Stahlbetonbaues die notwendige theoretische Vor- 
bildung zu geben, wurde an den technischen Hochschulen u. a. die Pflichtvorlesung tiber Platten- 
und Schalentragwerke eingefihrt, in der den Studierenden der Bauingenieur-Wissenschaften 
konstruktiver Fachrichtung die grundlegenden Kenntnisse tiber die Theorie der Flachentrag- 
werke — das sind diimnwandige, nach ebenen oder gekrimmten Flachen geformte Traggebilde — 
vermittelt werden. — 
Das Buch behandelt den Lehrstoff dieser Vorlesungen des Verfassers. Fir die Herausgabe in 
Buchform sind die Vorlesungen im Hinblick auf den erweiterten Leserkreis sowie zur Erreichung 
der notwendigen Geschlossenheit entsprechend erganzt worden. Das Buch ist als Lehrbuch gedacht, 
in dem die Studierenden die jeweils vorgetragenen Kapitel nachlesen kénnen; es soll aber auch 
jene Ingenieure der Praxis, die zur Vertiefung ihrer theoretischen Kenntnisse die ihnen noch nicht 
bekannte Theorie der Flachentragwerke kennenlernen wollen, in dieses nicht einfache Wissens- 
gebiet unter méglichster Ausschaltung der Anfangsschwierigkeiten einfihren und sie nicht nur mit 
den wichtigeren Loésungsergebnissen, sondern auch mit den Lésungsverfahren, soweit sie fiir den 
Techniker in Betracht kommen, vertraut machen. Deshalb ist das Buch méglichst leicht verstand- 
lich und in der Sprache des Ingenieurs geschrieben, sowie mit einer reichlichen Anzahl von 
erléuternden Textabbildungen ausgestattet worden. Die Theorie wird jeweils nur soweit entwickelt, 
als dies zur Lésung der gegenstdndlichen Aufgaben erforderlich ist. Es gelangen vorwiegend 
einfachere Probleme zur Behandlung, die den Bedirfnissen des Stahl- und des Stahlbetonbaues 
entsprechend ausgewahlt sind. Innerhalb jener Teilgebiete, die fiir die technische Praxis von 
besonderer Bedeutung sind, ist der Aufgabenkreis auch weiter erstreckt worden. 


Soeben erschien: 


Einfulhrung in die Festigkeitslehre 


fir Studierende des Bauwesens 


‘Von . 
Dr. phil. Dr. techn. Fritz Chmelka und _ Dipl.-Ing. Dr. techn. Ernst Melan 
Wissenschaftlicher Assistent an der Technischen Hochschule o. Professor an der Technischen Hochschule 
in Wien in Wien 


Mit 216 Textabbildungen. VIII, 304 Seiten. Preis S 28.— | 
Von den gleichen Verfassern erschien friher »,Hinfithrung in die Statik. 
Vierte, verbesserte Auflage. Mit 119 Textabbildungen. VII, 132 Seiten. 1946. 
Preis S 12.—. Vergriffen. Unverdnderter Neudruck unter der Presse. 
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